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HAUPTAUFSÄTZE 
Steifigkeit von Hängebrücken. 


Von $. TIMOSCHENKO in Pittsburgh. 


(Ins Deutsche übertragen von J. Malkin in Berlin.) 


er von Rankine herrührenden Theorie der versteiiten Hängebrücke liegt die Vor- 

aussetzung zugrunde, daß der Hängeträger unter der Einwirkung der lebenden Last 

vollkommen starr bleibt. Auf die Durchbiegung des Hängeträgers nahm zuerst 
Hr. Prof. Melan') Rücksicht, dem man somit die weitere Entwicklung der Theorie ver- 
dankt. Die Anwendung auf die Konstruktion großer amerikanischer Hängebrücken, wie 
die Manhattan-Brücke in New York und die Delaware-Hängebrücke zwischen Philadelphia 
und Camden?), hat die große. praktische Bedeutung dieser genaueren Methode erwiesen, 
indem sie bei der Ausführung eine beträchtliche Materialersparnis ermöglicht hat. Die 
Bestimmung der zusätzlichen Horizontalkomponenie der durch irgend eine Ursache, wie 
die lebende Last oder Temperaturwechsel, hervorgerufenen Seilspannung mit Hilfe der 
Melanschen Theorie geschah unter der Annahme, daß nicht nur die tote Last, sondern 
auch die Zusatzbelastung als eine über die Spannweite gleichmäßig verteilte angesehen 
werden darf. Hieraus ergab sich eine Gleichung, mit der die zusätzliche Seilspannung 
richtig und scharf berechnet werden kann. Die Voraussetzung der gleichförmigen Last- 
verteilung verbürgt genügende Genauigkeit, wenn der Träger wenigstens annähernd der 
ganzen Spannweite nach belastet ist; dagegen führt sie zu einem erheblichen Fehler, 
wenn nur ein geringer Teil der Konstruktion unter Last steht’). 

Nachstehend wird ein Verfahren entwickelt, das 1. die wirkliche Verteilung der 
lebenden Last zu berücksichtigen und 2. die zusätzliche von dieser Last oder von Tem- 
peraturänderungen herrührende Seilspannung direkt zu berechnen gestattet. Bei der An- 
wendung dieser Methode wird die Durchbiegungskurve des Hängeträgers durch eine tri- 
gonometrische Reihe dargestellt, deren Glieder aus der Betrachtung der Systemenergie 
leicht gewonnen werden können. 


!) Seine Arbeit wird im wohlbekannten Werke J. B. Johnson, ©. P. Bryan und F.E. Tur- 
neaure »The Theory and Practice of Modern Framed Structurese Bd. 2 ausführlich diskutiert. 

‘) Vergl. die Arbeit von L. S. Moisseif in Journ. Franklin Institute Bd. 200 (1925), S. 458. 

») Vergl. S. 312 des zitierten Buches von Johnson, Bryan und Turneaure, 
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1. Differentialgleichungen für die 
Durchbiegungskurve des Hängeträgers. 
Betrachten wir zunächst den durch die Abb. 1 
veranschaulichten Fall!). Es sei angenommen, 
daß die Anfangskurve des Seiles eine Parabel 
ist, daß die gesamte tote Last durch das Seil 
aufgenommen wird und keine Spannungen in 
den Versteifungsstreben hervorruft. Der Hänge- 
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Ti träger ist nur durch die lebende Last und 

Abb. 1. durch thermische Schwankungen gegenüber 
der Normaltemperatur beansprucht. 


ks mögen die Bezeichnungen gelten: 


H. = Horizontalkomponente der Seilspannung, erzeugt durch die tote Belastung bei 
der Mitteltemperatur, 

H — zusätzliche Horizontalkomponente der Seilspannung, erzeugt durch lebende 

. Last, Temperaturänderungen oder dergl., 

D: — Verhältnis der zusätzlichen Horizontalkomponente der Seilspannung zum An- 
Hu fangswert der Horizontalkomponente der gleichen Spannung, 

Verschiebung von Hängeträger und Seil in irgend einem Punkte, von der nor- 
malen Lage aus gemessen und durch die Spannungskomponente H in Ver- 
bindung mit einer gegebenen lebenden Last erzeugt; der Einfluß der Defor- 
mation der Aufhängevorrichtung wird hierbei vernachlässigt, 

w— tote Last pro Längeneinheit — Last am Seil mit Einschluß von dessen Eigen- 
gewicht, 

p = lebende Last pro lLäängeneinheit des Hängeträgers oder eines Teiles davon, 

EY! J = Biegungssteifigkeit des Hängeträgers, längs der Spannweite konstant voraus- 
gesetzt, 

q— zusätzliche Seilbeanspruchung infolge der lebenden l.aast oder Temperatur- 
änderungen, 

f = Seildurchhang in der Mitte, 

! = Länge des Hängeträgers. 





Die Differentialgleichung der anfänglichen Seilkurve ist 


d? 
BZ, 22 ers 5 
dx’ 
Ihre Integration liefert die bekannte Durchhangsparabel 
4fz(ll— x) | 
Y zum . . . . . . . . . . . | L). 


) 


- 


Wirkt eine zusätzliche Vertikalbelastung 49 am Seil, so wird die Difterentialgleichung der 
Durchhangskurve 
d? (y +n) 


(H.+ H) =—-(u+d ..: . 0.0.0.0. 0. (b). 


dx” 


Aus den Gleichungen (a) und (b) ergibt sich die auf das Seil übertragene Belastung q zu 


1230, ın) dan 

un. — II  — 

q dx“ I dx? 

; ir 
odeı g=ßw— H. 1 +): Br Es (2). 


Die auf den Hängeträger übertragene Belastung ist 
d’ Ä 
p—-q=pr—-Pw+H.(1+P) = a ne ee Een 
dx 
Substituiert man dies in die wohlbekannte Diiierentialgleichung der Durchbiegungskurve 


eines Balkens von konstantem Querschnitt, so ergibt sich folgende Gleichung für die 
Durchbiegungskurve des Hängeträgers: 


In \ d? 
E Bi a N = p ER pP [ZB r- Hin ( 1 -t- P) e * * . [ . * [2 (4). 
d»* dr‘ 


I) Die Bezeichnungen und Anfangsbedingungen nach dem in der vorigen Anmerkung ge- 
nannten Buch, 
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Dies ist eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, die in einem 
Spezialfall leicht integriert werden kann, wenn die Last p und die Zusatzkomponente H 
der Seilspannung bekannt sind. 


2. Ein Spezialfall. Betrachten wir z. B. den 
Fall, daß eine konzentrierte Last ? im Mittelquerschnitt N “ 
des Hängeträgers (Abb. 2) angebracht wird; setzen wir y 7 
hierbei voraus, daß der Zuwachs H der Horizontal- L f a 
komponente der Seilspannung im Vergleich zu H,„ ver- 4 r 
nachlässigt werden darf, so wird p—=0, P=0, und 
die Gl. (4) geht über in 











d* ) 
IE Mr 


dx! dx? 
Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist 
n=4Aed*+-Be*"-Clc+D. . . ..: 0.0.0.6) 
worin A, B, C, D willkürliche Konstanten sind, während 
- Ve 
EJ 
Die willkürlichen Integrationskonstanten sind nun aus den Randbedingungen an den 
Enden und in der Mitte der Oejinung zu bestimmen. Im Punkte x = '/al gilt 


d?n‘ 
== () Ge a a 3). 
(z 3 —=1el (e) 
Im Mittelquerschnitt muß die Tangente horizontal verlaufen und die Schubkraft gleich 
— !/a P sein, daher 


(7). 


N — () 


x = al ı 


d? ) \ 
) =0, 0 BIG=-ZP....... 
2 =—=( 


dr dx? 2 


Durch Differentiation ist es leicht zu zeigen, daß die Gl. (5) und die Bedingungen (ec) 
und (d) erfüllt werden, wenn man 


P sinhk (!/gl— x) 1 | 
w= _ +. %k Li—x a TE 8 
‘ ol cosh !ykl 5 \ (8) 
setzt. Danach ist 
P 1 1 1 d®r P 1 
max — l ee } " ) Minen = EJ — | = / / ö 
ma ie „ishzkl ‚ u 73, 0 zur, ei 
Nehmen wir z.B. an?) 
P= 45000 kg, EJ= 2,04: 10°-43900 - 144 - 2,54* kg/em‘ 
H.— 4,65 : 10° kg, l—435 m. 
Hierfür wird 
1 EJ P 1 > 
zu V —= 10800 om, Nmax—=56cm, Mix = tgh _ kl=0 968 
k H,. Ik 2 u’ 
Vergleicht man diese Resultate mit der Durchbiegung 
P° £ 
— l5l cm 
48 EJ 


und dem maximalen Biegungsmoment 
Dinas = ur Pl= ur - 45000 - 455 mkg 


für den Fall eines frei aufliegenden Balkens, so siebt man, daß infolge der vom Seil 
ausgeübten Entlastung die Durchbiegung des Hängeträgers etwa auf ein Drittel, das 
Moment M,„ax etwa auf die Hälfte der Beträge reduziert sind, die dem Fall eines unent- 
lasteten Hängeträgers entsprechen. 

Im Falle einer unsymmetrisch angebrachten Last P oder einer nur über einen Teil 
der Oeffnung verteilten Belastung p wird die Bestimmung der willkürlichen Konstanten 
des allgemeinen Integrals (6) schwieriger; dann ist für numerische Anwendungen folgende 
auf dem Gebrauch trigonometrischer Reihen basierende Methode zur Ermittlung der Durch- 
biegungskurve vorzuziehen. 


) Die folgenden Zahlenwerte entsprechen den Verhältnissen der mittleren Oeffnung der Man- 
hattan-Brücke, 
1* 








m: ud ® ” 2 Ztschr. f. anzew. 
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3. Anwendung Fourierscher Reihen. Die Durchbiegungskurve eines an den 
Enden frei aufliegenden Balkens (Abb. 3) kann durch eine trigonometrische Reihe dar- 
gestellt werden: 





In 30% | 
n=Aa sin" "+asin "+ asia +. ER ° 
Die Koeffizienten aı, @, as,... dieser Reihe er- 
1 geben sich aus der Betrachtung der potentiellen 
„ Energie des Systems. 
k Die potentielle Energie der Biegung drückt 
! sich bekanntlich durch das Integral 
N RA808723 l 
1 I? n\? 
Abb. 3. Ü = Ba ( 1) dx 
2 ’ dx“ 
0 
aus. Substituiert man die Reihe (9) für 7 und bedenkt hierbei, daß 
I N 
Paz ıLnE , x ’ x 1 
| sin "sin "" de=0, sin" de=—1, 
‚ l l l 2 
V 0) 
so wi Bynt, , . 
so wird U= "2 eur.) 5 ea er. 
Nun erleide einer der Koeifizienten a, der Reihe (9) eine kleine Zunahme da,. Dadurch 


. . . . .. . . ı_ NTX 
wird der Durchbiegung (9) eine kleine zusätzliche Durehbiegung vom Betrage Ö a, sin 


superponiert; aus den Gleichgewichtsbedingungen kann man dann schließen, daß die am 
Balken während der Deformation von den äußeren Kräften verrichtete Arbeit der Zunahme 
der potentiellen Energie (10) gleich sein muß. Im oben betrachteten Falle stand der 
Balken unter der Einwirkung der in der Mitte angebrachten Last P und einer verteilten 


rn 


Belastung 7, =- „,s. Gl. (5), der Reaktion des Seiles auf den Balken entsprechend. Die 
a x” 


von der Last /’ bei der kleinen Verschiebung 6 a, sin Er verrichtete Arbeit ist 


. n TI 
Po a, sin (e). 
i . a? n : 5 
Die von der verteilten Belastung H, 253 geleistete Arbeit ist 
x 
ö nn. ,_ nnz 
H, "Öda,sin de. 
R d .ı“ I 
0 


Substituiert man hierin die Reihe (9) für 7 und bedenkt dabei, daß nur das Glied mit dem 
Koeffizienten «a, ein von Null verschiedenes Integral ergibt, so erhält man für die letztere 
Arbeit den Ausdruck 


2 92 
— H.. a,° sl 
= z 


(f). 


Die Zunahme der potentiellen Energie (10) infolge der kleinen Durchbiegung Ö a, sin " "ist 


OU, EJn*n‘ 
da, = er ey, Zug GE 
I An 21° 
Setzt man (g) der Summe von (f) und (e) gleich, so erhält man 
EJn*#n' n’ n? nn 
— = — Ha + P sin j 
2 PB 21 2 
woraus lolgt 
n—1 
: ) 
2P® (-1) ° \ 
= -——- ,„ wenn n ungerade; a„=0, wenn n gerade . (h). 
EJn! n'+n’a 
ierin is ı\ Ho 2 f 
Hierit A ı [B4 — - y * * . . . D * * [3 [3 (1 1). 
EJn‘ 


I) Die Größe « hat eine sehr einfache Bedeutung. Sie stellt das Verhältnis der Horizontal- 


komponente #7, der Seilspannung zur Belastung einer Säule des Hängeträgers dar. 





Band 8, Heft i i an . mn 
Scheuer 1928 Timoschenko, Steifigkeit von Hängebrücken 5 


Substituiert man (h) in die Reihe (9), so erhält man 


tx I aTz Iae 
sin sin sin 
2Pp® ( l l l 
N — Pr; 92 + P BE . 
EJntli+a 3t + 3? 5t + 5?a 
Die Durchbiegung des Mittelquerschnitts (= = '/s !) ist 
2pV 1 1 1 ) 
max = 4 . r Tagen E er 
EJntli+a 81+9a 625 +25. \ 


Die Reihe konvergiert sehr schnell und eignet sich sehr gut für numerische Berechnungen. 
Bei der Anwendung auf das oben behandelte Zahlenbeispiel erhalten wir 


Ho!” 


& == „= 1,75 
EJn? ; 
und 2rB (1 1 1 FE |... = 
Nmax = ( -r + + .. .) m 0,3 6° 4 = 9b cm. 
EJnt 2,75 96,9 668,7 EJn 


Innerhalb der Genauigkeitsgrenzen des Rechenschiebers fällt dieses Resultat mit der obigen 
[,ösung zusammen. 














Die obige Methode kann auch auf den — em pP 
durch die Differentialgleichung (4) gegebenen all- un x 
gemeinen Fall angewendet werden, für den die bi I 
am Hängeträger wirkende Last durch den Aus- ee —— /- 
druck (3) bestimmt wird. Nimmt man wieder die 





Reihe (9) zur Darstellung der Durchbiegungs- 7 [RAcoe2«) 


kurve, so ergibt sich, unter der Voraussetzung, Abb. 4. 
daß die lebende Last p zwischen den Grenzen 
x —=a und 2 =b gleichmäßig verteilt ist, wie in der Abb. 4 angegeben, die von dieser 


. . . r . r 7x . . 
Last bei einer geringen Verschiebung Ö a, sin = geleistete Arbeit zu 


[7 


\ "nn l n ta n sıb 
pöoa, sin de=da,? (cos — 608 ) 
; I n 7 I l 


[4 


Die von den Seilreaktionen am Hängeträger verrichtete Arbeit ist 


l I 
, _ NnNnE® En, nne 
da,Pw [sin dc +da, H.„(1+P) „sin dx 
j l Jia x’? I 
() 0 
wr nn? 
— — da, Pw(i cosnrz)—a,da, H,.(1 +P) . 
n 7ı . 


Die Gleichung zur Bestimmung des Koeffizienten a, wird 


1 nt a nn b I n? n? n'’EJn' 
(cos — cos — — Bw(l—cosnra) —a,H„(1+B) == u; 
n IT l l nn 21 20° 
woraus folgt l na nnb l 
5 e (cos — Cc08 Bw(1—cosnn) 
nt I n TU 
Un Zum 
n! EJ n* n? n? 
- je H. (1 + 3 
27° we 
oder 
2° % n Tu u nn b 
ad,= — —19 (cos — c08 ) — 2ßw|, wennn ungerade 
EJn’In’+n’a(l + PB) L I l 
| (12). 
2pl nna nzub \ 
„= —— cos — 003 — ) ‚ wenn n gerade 
EJn’[n®+n?a(ll + 3) l l 


Substituiert man dies in die Gl. (9), so erhält man eine schnell konvergierende Reihe, mit 
deren Hilfe die Durchbiegungen für irgend eine Verteilung der lebenden Last berechnet 
werden kann, vorausgesetzt, daß die zusätzliche Horizontalkomponente H der Seilspannung 
bekannt ist 

Betrachten wir z.B. den Fall, daß die lebende Last nur ein Viertel der Oeffnung 
am linken Ende des Hängeträgers überdeckt; setzen wir a=0 undb=!j,lin die Glei- 
chungen (12) ein, so ergibt sich folgende Reihendarstellung für die Durchbiegungskurve: 








Ztschr. f. angew. 
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| IT ' > Hr 
el cos 2Dw ‚sin 
21° i 4 i no s I 
7 sın + 
EJn® I+a(1+P) I 2°’+2°a(1+ 9) 


> 72 
p | 1 cos s ) 2 Bw 


.. RR ‘ 
+ sin He, ae: 
3’+3°’a(1+ 9 I 


H \ 

woraus die Durchbiegung berechnet werden kann, wenn = bekannt ist. 
Zur Bestimmung der Biegungsmomente muß man die zweite Ableitung von (13) 
” . . . . [ y a? 7 ” 
bilden und in die bekannte Difierentialgleichung M=E + ı einsetzen. 
dx 


Ist keine lebende Laast vorhanden und handelt es sich nur um thermisch erzeugte 
Durchbiegungen, so ist nach den Gleichungen (12) 


4 pP ww ı* 
= .., wenn n ungerade; Q„,=0, wenn n gerade. 


EJn’[n®+n°a(l + P) 


Dis Durchbiegungskurve ist dann 


x I TE arte 
18 1 sin A sin sin R 
DD Ww 
7 — . - T n + er “r — ar (14). 
EJn®’ \1+a(l+p >’+3’a(1 + PB) DPH5aı + 


Das Minuszeichen bedeutet, daß eine Zunahme der Seilspannung (? > 0) eine Durchbiegung 
des Hängeträgers nach oben bewirkt. 


4. Bestimmung der zusätzlichen Horizontalkomponenite der Seilspannung. 

Wir betrachten jetzt die Methoden zur Bestimmung der durch die lebende Last oder Tem- 

peraturwechsel hervorgerufenen zusätzlichen Seilspannung H. Zu diesem Zweck muß die 

Aenderung der potentiellen Energie des Seiles berechnet werden. Die anfängliche Zug- 
spannung in irgend einem Seilquerschnitt ist 

H, ds 


’ 
dz 


somit ist die potentielle Energie der Zugspannungen in einem Element ds gleich 


ds\°’ 
(m. ) 
dx 


ds, 
2 FE 


worin F' der Flächeninhalt des Seilquerschnittes ist. 
Die Zunahme des angegebenen Energiebetrages infolge der zusätzlichen Horizontal- 
komponente H ist 


. 
- 


„fds „fds\° 
MN + M j v ) d8 HH,“ [ ds 


dx H(Hoe+ '/aH ds 





> FE 92 FE FE da? 
Damit ist die Gesamtänderung des Energieinhaltes des Seiles gleich 
! 


HiHe + '!aH) [ /ds\? H (H« + 'a B) R 
J | ) ds= ' re (15), 
FE dx FE 
worin v l 


1 [ar 


(0) 


Wir legen unserer Rechnung die durch die Gl. (1) gegebene parabolische Kurve zugrunde 


und erhalten 
(13,5 16 f? 16 f?\/a 3 4f 16 f?\ /a 
LoiI ( ) we ( ) . (16). 
TEr Ss 3) er 1 a.” Er P 116) 


Die Energiezunahme (15) muß der von der Last am Seil geleisteten Arbeit gleich sein. 
Die anfängliche Belastungsintensität ist gleich w, die endgültige dagegen ist nach der Gi. (2) 


d? 
v+gq=w-+Pßw— H.(1+P) = ; 


Unter der Annahme, daß für geringe Aenderungen der Seilspannungen zwischen den 
Verschiebungen und der Belastung Proportionalität herrscht, hat man bei der Berechnung 


Ber“ 
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der geleisteten Arbeit den Durchschnittswert der Belastungsintensität einzusetzen, wodurch 


sich ergibt 
l 


! 
1 R 1 2m 
T=|(uwu+ —- )ndae= | E » (1-+P) „ ndı. 
2 ö 2 2 dx? 
0 


Hierin substituieren wir die Reihe (9) für 7 und erhalten 
13 ds 


1 21 y„ Hw 
T = (w-+ w P) PTR URE- —+ +...)+n° 

2 7T 3 5 41 
Setzt man dies der Zunahme der potentiellen Energie der Seilspannungen gleich, so erhält 


man folgende Gleichung: 


(1+P) (a?+2’a?+3’az?’+...) (17). 


H- BAHN 1 21 a. 0? Hw r TE ug 
| ni Tl — dia ++ up —(1+P) (aı’+ 2?a2’+3°’a3’+...) 
FE 2 t 3 5 41 
oder 
HwL 1 16 1 . 5 ne? A E 
Bı+- = —UH+—B a + + +..)+ —-(1HPB)a?+ 2°? +3°a3?’+...) (18). 
FE 2 sel 2 3 5 41 
Die in dieser Gleichung vorkommenden Koeffizienten aı, as, Qs, . . . Können in jedem 


Spezialfall, wie oben unter 3. auseinandergesetzt, berechnet werden, so daß die Gl. (18) 
eine bestimmte Beziehung zwischen $ und der lebenden Last p ergibt. Die einfachste 
Art, diese Gleichung für eine spezielle Verteilung der Belastung zu lösen, besteht darin, 
daß man einen gewissen Wert für %, d.b. eine bestimmte Zunahme der Horizontalkom- 
ponente der Seilspannung annimmt und damit nach Gl. (18) die zur Herstellung einer 
solchen Zusatzspannung im Seil erforderliche Intensität der lebenden Last berechnet. 
Unter der Voraussetzung, daß im Falle kleiner Schwankungen in den Seilspannungen / 
und p einander proportional sind, kann die zusätzliche Seilspannung für einen Wert von p 
leicht ermittelt werden. 

Um den Rechnungsgang vorzuführen, nehmen wir das oben behandelte Zahlen- 


beispiel auf und setzen 
f = 43,5 m, F = 1770 cm”, w = 8700 kg/lld. m. 


Dann ist ') er d u 
en BE L- [(4) ds= 475m 


EJn? dx 
0 
Betrachten wir nun den Fall, daß die lebende Last nur ein Viertel der Spann- 
weite am linken Ende des Hängeträgers überdeckt und die Durchbiegungskurve durch die 
Reihe (13) dargestellt wird. Die Intensität p der lebenden Last möge eine gewisse Zu- 
nahme der Seilspannung hervorrufen. Sei beispielsweise 
H 


B= — = 02. 
He 
Dann wird die Reihe (13) 
ra 
2 0,2929 p -— 0,4w ,„ nz p sın l 
= ( sın + . - + 
EJn’\ 1+1,755°1.2 I 2° + 2° + 1,75 + 1,2 
9 ‚„ Arz 
1,7071p—- 04w . 3ne RT 1,7071p—- 0Aw ,„ 5ne 
"RE. & p j ie en Er | de d. R ‚su an ) +...) (19), 
3° +39 .1,75 1,2 l 4? + 4°. 1,75 1,2 5° + 5° +1,75 1,2 l 
und wir erhalten 
aı A; 4 la + er (0,0965 11,0) 
ee 3 — ri er - . ) Ale 
ee Kay EJn:“\ ’ ! dh 
' i . ; 27% \2 Fr 
a? 2?’ +’ ’+.. = (— ;) (0,01096 p? — 2,12p + 125,5). 
7T 


Substituiert man dies in die Gl. (18). so erhält man folgende quadratische Gleichung zur 
Bestimmung von p: 

0,0000197 p? + 0,0285 p — 3,62 =, 
woraus folgt p = 119 kg/cem. 


') Unter Beibehaltung der oben angegebenen Zahlenwerte. 
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Das ist die zur Herstellung einer zusätzlichen Horizontalkomponente der Seilspannung 
vom Betrage H = 0, 2 H. erforderliche Intensität der lebenden Last. Die Zunahme der 
Seilspannung für eine andere Intensität der lebenden Last kann leicht berechnet werden. 
Nehmen wir z. B. eine solche von 6000 kg pro lfd. Meter auf der Strecke von 2 = 0 bis 


xz— '/l an; d'e entsprechende Zunahme der Horizontalkomponente der Seilspannung ist 
dann gleich | 0,2 Hu * 6000 
8 HD= 009 — 465000 kg. 
100 : 119 


5. Der Fall einer dreifach unier- 
teilten Oeffnung. Das oben entwickelte Ver- 
fahren kann auch auf den Fall einer dreifach 
unterteilten Oeffnung (s. Abb. 5) angewendet 
werden. Unter der Voraussetzung, daß das 
Seil an den oberen Säulenenden ohne Reibung 
gleiten kann, ist die Horizontalkomponente der 

Abb. 5. Seilspannungen längs der drei Spannstrecken 
konstant. Zur Berechnung der Durchbiegung 
des mittleren Trägers benutzen wir dieselben Gleichungen wie oben. Für die seitlichen 
Teilstreeken mögen die Bezeichnungen gelten: 
lı = L.änge einer seitlichen Teilstrecke, 
0, — tote Last auf den seitlichen Teilstrecken, 
EJı = Biegungssteifigkeit des seitlichen Trägers. 
Setzt man die Durchbiegungskurve eines seitlichen Hängeträgers mittels der Reihe 








Eu _ INS ._BU0e 
yı = bı sin + b» sin + b, sin ee ra 
I, I, , 
an, worin © vom linken Endpunkt der Strecke an gemessen wird, so können die Koeffi- 
zienten Di, db), ... aus Gleichungen derselben Art ermittelt werden, wie die obigen 


Gleichungen (12). Nehmen wir z. B. an, daß auf den seitlichen Teilstrecken keine lebende 
l,ast vorhanden ist (s. Abb. 5), so erhalten wir aus der Gl. (14) 


TE 3 
18 74 sin sin 
p wı 
DE Ene - En be; . (14,). 
E Jı n? 1+ a (1+ Br 39 + 8° al + B) 
Hierin ist Hie Iı° 

"ii = =.< 
E Jı n? 


Zur Ermittlung der zusätzlichen Horizontalkomponente // der Seilspannung läßt sich 
eine der Gl. (18) analoge Beziehung herleiten. Zu diesem Zweck ist es nur nötig, die 
Gesamtlänge des Seiles für die Größe Z, auf der linken Seite der Gl. (18) zu setzen, der 
rechten Seite dieser Gleichung dagegen die Arbeit hinzuzufügen, welche von den an den 
beiden Außenteilen des Seiles wirkenden Lasten geleistet wird. Diese Arbeit ist gleich 


de: | f l ar 

N = 2 | (wi —+ w pP — H.(1+P) 4 nd. 

P 2 2 dx” 
v0 

Substituiert man die Reihe (9,) für 7ı, so folgt 


Br 21 ) l 
N = ?2(w: wi ) (bı + b; + b; +4 
? rt 3 5 
e® Hw - r = > o 
- 21, (1 + pP) (di’ + 2?’ + 3’u’ + rs u . r Ä (20). 


Die Gleichung zur Bestimmung von /7 lautet 


BE ) l au, 1 1 n® Hw ä IR as 

== Bi1+ z B)=(lwı + 2 wı P) os (bı + ü b+-5s)+ 2 -1+3d)b1’+ 2°?5’+3°’5’+..) 

‚ Yu o 4 J . «) & 1 
1 iR, | 1 rt? Ha, ns a 

+ \w+r - u B) (aı —+- —_ d3 >—G4 +... ) 4 (l +P) (a1?+ 2?m’+3’a;’+. i .) : (21). 
& TT eo JO 


Wir nehmen hier wiederum das oben behandelte Zahlenbeispiel auf und setzen ') 
\=2l5m, wı=9200 kg/m, EJı= 2,04 10° - 50860 - 144 - 2,54 kg/em’, L,= 1050 m. 


'); Den Abmessungen der Manhattan-Brücke entsprechend. 
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Nehmen wir die in der Abb. 5 angegebene Belastung an, so erhalten wir für die 
Durchbiegungskurve des mittleren Trägers den schon oben angeschriebenen Ausdruck (19); 
für die Durchbiegungskurven der seitlichen Teile gilt die GI. (14,). Substituiert man in 
diese Gleichung die oben gegebenen Zahlenwerte, so erhält man mit 5 — 0,2 

u „oh, Duett — a 
EJ, ? / ’ ] ’ 
Somit ist bı +! +...= —59,7cm; b5’+3?’b5?’+...= 3560 cm”. 
Setzen wir dies in die Gl. (21) ein, so erhalten wir 
0,0000 197 p° + 0,0277 p — 4,26 =0, 
woraus folgt p = 137 kg/em. 


Steht der in Abb. 5 angegebene Teil des mittleren Trägers unter der Einwirkung 
einer Belastung von der Intensität 6000 kg/m, so wird die Zunahme der Horizontalkom- 
ponente gleich 
0,2 Hu» 6000 

100 - 137 


6. Wirkung von Temperatiuränderungen. Das gleiche Verfahren kann auch 
auf die Berechnung der durch Temperaturänderungen bedingten zusätzlichen Hlorizontal- 
komponente H der Seilspannung angewendet werden. Mit 


H = 106 500 kg. 


l 
0 = 125 : 10” = Koeffizient der thermischen Ausdehnung, = | pr ds 
Ö 
ist die durch die Temperaturänderungen am Seil verrichtete Arbeit gleich ') 
I 


P Ads 
(HB, + '",H)  otds—H,(l+ 'hf)wtL. 


dc 
v) 


Unter Benutzung des oben entwickelten Ausdruckes (1%) für die potentielle Energie des 
Seiles ergibt sich die Gesamtarbeit am Seil zu 

Bo’ B(1+ 

FE | 

Diese Arbeit muß der von der Vertikalbelastung am Seil geleisteten Arbeit gleich sein. 


Diese letztere Arbeit ergibt sich aus den Gleichungen (17) und (20). Die Gleichung zur 
Bestimmung der Größe H wird 


HB +! 
FE 


7 x 
PL+H.M+'nB)wtL,, 


BERN | 
En p un) (aı —+- d3 —+ u ) 
7) 7T ‘ 


ı) .) 


aß) w 
—L+BH.(1+ „Bot L=(w+ 


re? Hu fl / 7} 2 {7} rw ‘) 1 2 I, 1 l 
ı; A+pP) (+ 2?m’+3’°’+...)+lwı + pw) bı + - b:+—b+. 
d Y4 76 « ı) 
3 Hw a BE u nn 
u, HP) (db ’+ 2b’ +53’ +...) Er: (22). 
1 


Für den oben behandelten Fall einer Brücke mit dreifach unterteilter Oeffnung 
erhalten wir mit f = 0,2 und L. —= 1000 m aus der obigen Berechnung, indem wir darin 
p=0 setzen, 

1,1° 100000 - wo t—= — 338, woraus folgt ot —= — 0,00304. 
243°’ C. 
Jetzt kann die zusätzliche Horizontalkomponente // für irgend eine Temperaturänderung 
leicht berechnet werden. Nehmen wir z. B. an, daß die Temperatur um 30° gegenüber 
dem normalen Stand zunimmt, so wird 
H.0,2 30 
H= — | — — 116000 kg. 
243 | 

Kombiniert man diesen Effekt der Temperaturänderung mit dem oben berechneten, 
hervorgerufen durch die in Abb. 5 angegebene verteilte Belastung, so ergibt sich die 
Gesamtänderung der Horizontalkomponente der Seilspannung zu 


406 000 — 116000 = 290000 kg 


Setzt man hierin » — 125.107 ein, so ergibt sich { 


) Es ist vorausgesetzt, daß die Seilspannungen nur geringe Schwankungen erleiden; die Berech- 
nung ist mit Au + "/a H durchgeführt. 
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mit einem Unterschied von nur etwa 4 vH gegen das im Werke von F. E. Turneaure 
auf S. 296 mitgeteilte Resultat. Dies muß als befriedigende Uebereinstimmung angesehen 
werden, wenn man bedenkt, daß alle Rechnungen mit dem Rechenschieber durchgeführt 
wurden und für den thermischen Ausdehnungskoeffizienten nur ein Näherungswert be- 


nutzt wurde. 


Zusammenfassung. Es ist somit gezeigt worden, daß die Anwendung trigono- 
metrischer Reihen auf die Berechnung der Durchbiegungskurve des Hängeträgers die direkte 
Ermittlung der Aenderung in der Horizontalkomponente der Seilspannung ermöglicht und 
daß dabei die wirkliche Verteilung der lebenden Last leicht berücksichtigt werden kann. 
Infolge der raschen Konvergenz der die Durchbiegungskurven darstellenden Reihe kann 
die Berechnung der Durchbiegungen und der Biegungsmomente am Hängeträger ohne 
Schwierigkeiten und bedeutend schneller ausgeführt werden, als bei Benutzung der üblichen 
Methode. 808 


Pittsburgh Pa, am 24. März 1924. 


Das Förderhöhenverhältnis radialer Kreiselpumpen 


mit logarithmisch-spiraligen Schaufeln. 
Von WILH. SCHULZ tn Braunschweig. 


Mitteilung aus dem Laboratorium für Dampfmaschinen und Pumpen 
der Technischen Hochschule zu Braunschweig.) 


er Theorie der Kreiselmaschinen ist schon mehriach ein Nachhinken hinter den 

Rechnungsmethoden der Aerodynamik vorgehalten worden. Dies um so mehr, als die 

Kreiselpumpe seit über hundert Jahren bekannt ist'), während das Problem des 
Fluges erst in sehr junger Zeit seine Lösung fand. Aber es läßt sich nicht verkennen, 
daß die von den Kreiselmaschinen gestellte Aufgabe, infolge der Natur rotierender Kreis- 
gitter, erhebliche Komplikationen aufweist gegenüber den translatorisch bewegten Einzel- 
profilen oder unendlich langen geraden Gittern. Es fehlt auch nicht an Ansätzen), deren 
bedeutsamsten wohl die Arbeit von W. Spannhake?) darstellt. Trotzdem ist es noch nicht 
gelungen, die Strömung durch ein Kreiselrad, dessen Schaufelzahl beliebig variiert werden 
kann — so daß die Schaufeln sich radial überdecken können —, analytisch so zu verfolgen, 
daß Schlüsse auf das Förderhöhenverhältnis 7,./Hu, möglich sind. Im folgenden soll 
versucht werden, diese Aufgabe einer Lösung näher zu führen, wobei die mathematischen 
Untersuchungen sich vorwiegend auf die Rechnungen von W. Spannhake stützen werden. 
Die Arbeit ist ein Ausschnitt aus umfangreichen Untersuchungen zur Klärung des Ein- 
flusses der endlichen Schaufelzahl, die im Laboratorium für Dampfmaschinen und Pumpen 
der Technischen Hochschule Braunschweig von Hrn. Prof. Dr. C. Pfleiderer geplant 
und in Durchführung begriffen sind. Die erhaltenen Rechnungsergebnisse werden z. Zt. 
noch durch Versuche an einer Kreiselpumpe mit auswechselbaren Laufschaufeln nach- 
geprüft‘). 

1. Rechnungsgrundlagen und Voraussetzungen. Die folgenden Betrachtungen 
sollen angestellt werden für ein Schaufelrad konstanter Breite, in dessen Zentrum die 
Förderflüssigkeit einer Qnelle entspringt. Die ganze Strömung läßt sich dann zergliedern 
in die superponierbaren Bestandteile (vergl. Abb. 3): 

a) Reine Durchflußströmung (Rad ruhend gedacht), 
b) Verdrängungsströmung (Rad rotiert in unendlich ausgedehnter Flüssigkeit), 
c) Schaufelzirkulation (Rad ruhend gedacht). 


I) Vergl. Crelles Journal, 1826 Bd.I, S. 86. 
?) Hier seien nur genannt: H. Oertli, Untersuchung der Wasserströmung durch ein rotierendes 
Zellenkreiselrad, Diss. Zürich 1923. — B. Eck, Beitrag zur Turbinentheorie, Werft, Reederei, Hafen, 1925. 


— D. Pavel, Ebene Potentialströmung durch Gitter und Kreiselräder, Diss. Zürich 1925. 

3) W. Spannhake, Leistungsaufnahme einer parallelkränzigen Zentrifugalpumpe, Festschrift, 
Karlsruhe 19295. 

+, Die Versuchsarbeiten werden in dankenswerter Weise getragen von Mitteln des Vereines deut- 
scher Ingenieure, sowie der Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft, während die Versuchspumpe von 
der Firma Klein, Schanzlin und Becker, A.-G., Frankenthal freundlichst zur Verfügung gestellt wurde. 
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Da alle drei Teilströmungen ein Potential besitzen, insbesondere auch die Absolut- 
strömung von b!), so können mit Vorteil die Methoden der Funktionentheorie Anwendung 
finden, wobei allerdings eine ideale, d. h. raumbeständige, reibungsfreie Flüssigkeit vor- 
ausgesetzt werden muß, die also auch der Dampfbildung nicht unterliegt *). Trotz man- 
gelnder Uebereinstimmung des Charakters der wirklichen Flüssigkeiten mit dem der idealen, 
bleibt doch die Kenntnis ihres Verhaltens im rotierenden Schaufelrade von höchstem Wert. 


Es werde bezeichnet mit: 


z Schaufelzahl, 

= r/2 — y Schaufelwinkel, 
r Schaufelradien, 

Indizes 1,2 für Ein- bzw. Austritt, 

H.., Hu. theoretische Förderhöhe bei endlichen bzw. unendlich großen z, 

V sekundliche Fördermenge, 
©  Winkelgeschwindigkeit, 

&£,n,{%; r, 9 Koordinaten der Schaufelradebene, 

u,v, w, 0,9 null bis dreifach gestrichen: Koordinaten der ww-Ebenen, 
c (reschwindigkeiten, 
S Quellstärke je Schaufel, 
J Zirkulation je Schaufel. 


Die alte Stromfadentheorie gibt nur Aufschluß über die Förderhöhe AH... , eine Lösung: 
die nicht befriedigen kann, weil technisch nur endliche Schaufelzahlen verwirklicht werden 
können. Sobald aber 2°: » ist, gewinnen abhängig von z auch das Radienverhältnis rı/rz 
und der Verlauf des Winkels 5 über die Schaufel Einfluß auf die Förderhöhe AH... Die 
alte Theorie wird aber aus Gründen der Recheneinfachheit nie verlassen werden können, 
so daß der neueren Forschung die Aufgabe erwächst, eine Beziehung aufzustellen: 


H./Hn,=f(e, pP, rılra)?). 
Sollen nun die Methoden der konformen Abbildung benutzt werden, muß gefordert werden, 
daß z,P,rı/ra für die Abbildung voneinander unabhängige Parameter werden, ins- 
besondere also die Schaufeln sich radial überdeeken können. 


2. Vorbereitende Untersuchungen. Es ist ein wesentlicher Bestandteil der 
Abbildung, die z-Schaufeln des Kreiselrades auf eine einzige zu reduzieren, was zu ge- 
schehen hat durch: »"—={[*. Dadurch werden die z Schaufeln der [-Ebene abgebildet 
auf eine das Zentrum mehrfach umschlingende Spirale der z”-Ebene, die den Nullstrahl 
so oft schneidet, wie dieser in der {-Ebene Schaufeln schnitt. Diese Spirale soll als 
logarithmische gewählt werden, so daß auch die Schaufeln selbst Bogen solcher Spiralen 
werden, eine Schaufelform, die den technisch wichtigen sich eng anschmiegt. 

Zur Abbildung der log.-Spirale bedarf es der Transformation: Polares Strahlen- 
netz — polares Spiralnetz. Deutet man diese als Abbildung einer Quelle auf eine 
Wirbelquelle, ist zu setzen für die 


u 7 i 1 . \ „ 
Quelle: konst. — — law, Wirbelquelle: konst. — a (u—i-»)-Inw 
A Eu 


bei gleichen Ergiebigkeiten, « und » seien vorübergehend als Konstante eingeführt. 


Bezeichnet man noch — — tg y, so folgt durch Gleichsetzen: 
u 
Inw" —=(1—i-tgy)-Inw”, w" = (w)ent.d! , ,. .. le) 
oder auch: Ino’+i-9" = (1—i-tgy)- (IneE” + ii") 
..Ine"=1Ino" +tgy:9", 0" — 0" —tey ine” .. .(b). 
Somit entspricht, wie gefordert, jedem Polstrahl 9” — konst. des Strahlennetzes eine ein- 


zige log -Spirale: 
u ee en tg" 


I) vergl. PraSil: Die Bestimmung der Kranzprofile und Schaufelformen, S. B. Z. 1906, 8. 278. 

+) Für die Stationärströmung zäher Flüssigkeiten besteht zwar ein Ansatz von Stokes, der 
aber selbst in den einfachsten Fällen noch nicht verwertet werden konnte. Vergl. R. v. Mises, Theorie 
der Wasserräder, S. 19 und 61, Leipzig 1908. 

3) Eine für den Konstrukteur brauchbare Lösung hat C. Pfleiderer angereben in der Gestalt: 
Hin = Hın (1 +p), wo p eine Funktion von z, rı, rg und a ist. Vergl. ©. Pfleiderer, Kreiselpumpen, 
S. 93 und 125, Berlin 1924. Ferner: Hydraulische Probleme, S. 207, Berlin 1926. 








Er 5 ’ , - . Ztschr. f. anzew. 
12 Schulz, Das Förderhöhenverhältnis radialer Kreiselpumpen Math. und Mech. 


Damit stellt Gl. (a) die gesuchte Transformation dar. Um in ihr Wesen näheren Einblick 
zu erhalten, verfolge man die Abbildung des Strahles 9 —= + r auf die w”-Ebene. 
Nach Gl. (e) ist sein Bild dort die log.-Spirale: 
ne"=ctgy #" nr), 
die durch den Punkt «" — — I verläuft. Die identischen Punkte «" — og" -e*i* ergeben 
aber zwei um einen bestimmten endlichen Betrag voneinander entfernte Punkte der Spirale 
mit den Polstrahlen: 
In 0" — c0os?y -Ine’ — 7» sin y - cos y. 


Es ist also die genannte Spirale der ww -Ebene eine Linie sprunghaften Ueberganges 
7T 


in ein anderes Riemannsches Blatt. Bei endlichen Steigungswinkeln 5 bzw. y — ei, 


bleibt der Sprung in bestimmten endlichen Grenzen. Er wird insbesondere für  — 90°, 
d.h. y = 0 selbst zu null, ohne daß der Randschnitt zu bestehen aufgehört hätte. Als 
Bild der Schaufel soll jetzt der Bogen einer durch «" = + 1 ziehenden log. Spirale 
gewählt werden, so daß dieses in der w'-Ebene einer Strecke auf der positiven reellen 
Achse entspricht. Für die Radienvektoren der Schaufel (9"—=0) folgt aus @]. (b) und (e): 


or.) 


3. Die Abbildungsfunktion. Um die zur Darstellung von Strömungen um 
irgendwelche Konturen erforderlichen Spiegelungen vornehmen zu können, muß die Kon- 
tur zuvor auf einen Kreis oder eine Gerade abgebildet werden. Hier sei — wie auch 
von W. Spannhake — der Kreis gewählt!?). 

In einer w-Ebene sei nun der Einheitskreis gegeben, dann führen nachstehende 
Transformationen ihn über in einen Stern log.-spiraliger Schaufeln der [-Ebene, wobei 





die Punkte «= -- I die Schaufelspitzen ergeben (Abb. 1). 
w' kw +1lw . . . (1), v""=(4:wW+p). . . . (2a) 
we w"est..! , .„ ... (2b), ER > a a 
oder zusammengefaßt: wW = '"h(w+ 1/w ......() 
0087 jy 
ng ar u Ü -— (q .w + p) s Dr (2). 


In bezug auf Gl. (1) sei nur angemerkt, daß der Verzweigungs- 
schnitt der ««-Ebene und damit die Schaufelkontur Randkurve des 
2 _‘2ere Bereiches wird, weil nur das Blatt zur Abbildung benötigt wird, 
7 n welches das Kreisäußere der w-Ebene wiedergibt. Ueber die neu 
eingeführten Längen p, qg, sowie den Abbildungsvorgang selbst gibt 
. ne Abb. 1 Aufschluß. Als wesentltch ist zu beachten, daß durch 
L De Gl. (1) und (2) nur ein Stern einzelner Schaufeln hergestellt wird, 
da noch zwischen je zwei aufeinander folgenden Schaufeln die 
Spirale sprunghaften Ueberganges verläuft, der allein Funktion des 
Winkels 3 war. Wird also in einem solchen System die Schaufel- 
zirkulation für tangentiales Abströmen und damit die theoretische 
Förderhöhe, ermittelt, unterscheidet sie sich von derjenigen eines 
zusammenhängenden Schaufelsystems nach einer Gesetzmäßigkeit, 
die vom Winkel % allein abhängen muß. Infolgedessen kann 
zu ihrer Bestimmung die nur durch z-Variation erhaltene Bedin- 
gungsgleichung dienen: 


lim (Hth/Htho) = 1. 








Somit ist das vorgezeichnete Problem zugänglich und prinzipiell 
lösbar. 


4. Konstanten der Abbildung, Schaufelgleichung. Nach Gl. (d) und (2e) wird: 


Abb » 


»— = sin’ pP, PtrgeniP. . 2. 2.2.2..(5a) 


oder: ( . - ) ( . “ ) 
sin? 3 N in? 3 N h in? 3 si 2 3 r 
p u ° +\r In“ | + 2 Ya P . q = Ile ’ 2 Da ns yo ° r ; (5 b). 


2 


), Verel. E. König, Potentialströmung durch Gitter, Diss. Göttingen 1922. König bildet auf 
eine Gerade ab. ein Verfahren, das wegen der Kreisverwandtschaft als Sonderfall des obigen anzusehen ist. 
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Dem Zentrum des Schaufelsternes { = 0 entspricht: 


4 ı pP ' | 1 
wow —=0, w=l0, w=-- -=Ww= (10 +}, 
q 2 Uo 
somit: eerie 
wo = U = } 1 ( 3 


4 
(Der zweite Wert läge innerhalb des Einheitskreises und scheidet also aus.) 
Die Schaufelgleichung entspringt, wenn diejenige des w-Einheitskreises den 'T'rans- 
formationen (1) und (2) unterworfen wird: 


Gleichung des Einheitskreises: EEE Fe Be Fr 
wsY 0 
w—'a.(d!+eid)—=c089 .(4a), C=(g:-csod+p) ° | . . (4b) 
ler:-dt’—(g cSY +p) ' ve ? 
somit: cos? 7 
r= (q -c080 + p) a g= sin y'cosy In (q cos +p). . (4e) 


z 


5. Das komplexe Strömungspotential. Bereits weiter oben wurde die Gesamt- 
stıömung in drei superponierbare Teilströmungen zerlegt (vergl. Abb. 3). Für diese sind 
einzeln die komplexen Strömungs-Potentiale für die w-Ebene leicht angebbar, woraus das 
der resultierenden Strömung durch algebraische Addition folgt. 

Für alle folgenden Rechnungen werde »senkrechter«, also drallfreier Wassereintritt 
in die Schaufeln zugrunde gelegt, wie es den weitaus häufigsten Fällen der Praxis ent- 
spricht. 

a) Reine Durchflußströmung: Diese Strömung erfolgt als zirkulationsfreie 
(Juellströmung "aus dem Zentrum des Schaufelsternes, also in einem Spiralnetz vom 
Winkel y. In der w-Ebene muß sie daher als Wirbelquelle in «. vom Spiralwinkel - 


angesetzt werden: 
S 
Za=--'(tti ig ) blew— uw): -» . » . . .(6b). 
zn 
Diese, die ganze ı"-Ebene erfüllende Strömung, soll nun so geändert werden, daß sie 
den Einheitskreis als Hindernis umströmt, er also Stromlinie wird. Zu dem Zwecke ist 
noch eine Strömung zu überlagern, die gewonnen wird durch Spiegelung der ersten am 


Einheitskreise: | 
Ss ll 


La = -(t—itgy)- In Ele ran rn Sa Tu Hi Ka 1 
ın in 
Damit folgt: 


“oo 
, 


| 
r u 
2. = Zu + Ze =. a +irtgy) In (w — wo) + (ll —i tg y))n |. 
Zn 


w 


b) Verdrängungsströmung: Auf Grund der Arbeiten von W. Spannhake 
werde das komplexe Potential der Teilströmung 5b in der w-Ebene als Laurent-Entwick- 
lung angesetzt. Da nur das Kreisäußere dargestellt werden soll, kommen nur die fallen- 


den Potenzen in Betracht, das Entwicklungszentrum ist w — 0: 
JS 
. a ag eo gr Go Be 
4=i:|© + +...|[=i;2 RE u A (7). 
m w2 k=1 w* 


Dieser Ansatz ist möglich, da auf der kreisförmigen Grenze des Bereiches der 
Gradient des Realteiles von Z,, nach Transformation aus der [-Ebene, bekannt ist. Er 
läßt sich nämlich als Fourier-Entwicklung darstellen, der die a, der Gl. (7) entnommen 
werden können). Die Entwicklung (7) muß unbedingt und gleichmäßig konvergieren, 
da das Verhalten der Strömung b auf dem Kreise sowie überall außerhalb regulär ist. 
Sind ce. bzw. cz die Geschwindigkeitsvektoren der w- bzw. Ü Ebene, so gilt allgemein '): 





) Nach Euler ist: @*= cos» +i.sin x, 
analog wird: «a’”% (elna)'* —= cos (x.Ina) + ’.sin (x . Ina). 
”, Die imaginäre Einheit wird hier sorleich als Faktor voranzestellt, da dann die «ar selbst sich 
als reell ergeben werden. 
») Verel H Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik, $ 67, Leipzig 1907. 
*) Vergl. A. Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik, Bd, IV. Leipzie 1909, 
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dZo 
d Zn» “ k:ar I w 
= = —ı: X: u RE er — BU un A ee 
dw ke wit dw ag 
dw dw 


Werden die durch (9) gewiesene Rechnung ausgeführt und noch die Gleichungen (4) 
und (4a) der Schaufel eingesetzt, gewinnt man einen Ausdruck für die spiegelbildlichen 
Geschwindigkeitsvektoren (was durch den Strich über den c, und cr angedeutet sei) auf 
der Schaufelkontur selbst. Eine längere Zwischenrechnung führt, nach Trennung von 
ealem und Laateralem auf die Geschwindigkeitskomponenten: 





\ es 
rt — fı . R k : Ad: * COS (fi + k . o) , Cr =—— fh . = k - A; * sin (fa ob k 0) ( 12). 
ten Lar 
Hierin bedeuten: _ cos?y 
= = rt ı sin y + cos y 
n=| . 5 : |. > Zn 5 / 4 -1In (9: 0080 + p) |. 
qQ°’cosS) sin % B . 


Die Beziehungen (12) gelten für diejenige Schaufel der {-Ebene, die Bogen einer 
Spirale durch {[=+ | ist. Eben diese selben Geschwindigkeiten lassen sich nun anderer- 
seits durch die physikalischen Randbedingungen bestimmen. Da nämlich die in der elemen- 
taren Turbinentheorie übliche Darstellung der Geschwindigkeitsdreiecke unmittelbar an der 
Schaufelkontur strenge Gültigkeit besitzt, ist (vergl. Abb. 2): 


CE —=(cCn'00SY + r.sIinV —Cca' (cos gy—tgy-sinyg)+r-w-singy 
Cr — Cm" sin Yy CC y = cm (SinY HLtZLY-Ccosy)—r:0:C0O8Y, 
C- r-0o+-sing 


woraus folet: i 
o =06g(lY+% . : : >»... (18) 


C, + "+ () + COS Y 


Durch Einsetzen von (12) in (13) und geeignete Zusammenfassung der trigonometrischen 


4 i ) rt: EDER % 
Funktionen folgt: 7m. co8: Era: sinkd + —Yy— g)] BOWIE © 
| k=1 

Ersetzt man hierin noch r und % durch die Beziehungen der Gl. (4c), wobei insbesondere 
(a —y y)J=0 wird, so folgt: 

Binden sin © — bi ka, sin kd er VE 

’ 13777 101 
(cos + p) 

In Gl. (16) ist nunmehr die Bestimmungsgleichung für die a, gewonnen, die der Fourier- 
Reihe unmittelbar entnommen und in GI. (7) verwandt werden könnten. Es sei noch 
hervorgehoben, daß Gl. (16) ganz analog aufgebaut ist, wie die von W. Spannhake auf 
gestellte Beziehung). 

c) Schaufelzirkulation: Um trotz des 
idealen Flüssigkeitscharakters Kraftwirkungen 
zwischen Schaufel und Fördermittel zu erfassen, 
muß nach dem Kutta-Joukowskyschen Satze 
das Bestehen einer Zirkulationsströmung um die 
Kontur herum angenommen werden. Die Inten- 
sität dieses Strömungsanteiles c) ist zu bestimmen 
aus der Bedingung des tangentialen Abflusses, 
was gleichbedeutend ist mit der Forderung end- 
licher Geschwindigkeit an der Schaufel-Austritts- 
spitze. Im vorliegenden Fall der Arbeitsmaschine 
ist der Drehsinn der Zirkulationsströmung mit dem 
des Schaufelsternes gleichsinnig, also nach Abb. 2 linksdrehend anzusetzen: 

EI LT N (17). 
an 

d) Resultierende Strömung, Bestimmung von S und J: Das kumplexe 
Potential der Gesamtströmung für die w-Ebene entspringt durch Superposition: 


Z: Zur A+ 2 











Abb. 2. 


FI. 
N x\' Ak 


} ü . . { 1l/un . J . 
Z= He I+T-tgr) lu (le —wo)+(1—% tg y)- Im |+3,7, 10 w+i 3 — (18). 


zn w k—=] W 


I, Gl. (16) bestätigt die Zweckmäßigkeit des Ansatzes Gl. (7). 
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Damit an den Schaufelspitzen die Geschwindigkeiten endlich bleiben, muß sein: 
dz azla > 
— Be -Fefrv=t1. .... 0. (19). 
ag (dw /dw).-(dS/dw) 3 
In Gl. (19) wird nun der Nenner von erster Ordnung zu Null, somit muß das Gleiche 
vom Zähler gefordert werden; diese Bedingung ergibt für die 


N 
Austrittsspitze: Jı=2n:-Zk un — ERBE: S 


k—=1 1 — wo (20) 
er 5 er 20). 
k: A N) 


1 Il + wo 


| Ws 


Eintrittsspitze: Je=?n(— 1): 

k= 

Gl. (20) stellt die allgemeine Bedingung dar für tangentiales Abfließen bzw. stoßfreien 

Eintritt. Soll beides gleichzeitig erfüllt sein, muß gelten: Jı=Jr. Die J und $ der 

der Gl. (20) gelten natürlich für die w-Ebene, sie unterscheiden sich von denen der [-Ebene 
um einen konstanten Faktor. 


6. Das Förderhöhenverhältnis. Für ® — konst. sind nach Gl. (16) die a, nur 
von der Gestalt der Schaufel abhängig, während die theoretische Förderhöhe und Förder- 
menge den J und $ direkt proportional sind. Somit läßt sich Gl. (20) für © — konst. auch 
in die Form setzen '): 





Hna= (Ca — ca: ctgPß-V, C4ı und c‚—Konstante . . . (21). 
Die analoge Beziehung der alten Turbinentheorie lautet: 
„2 
Hu, = 6 ) —_ ( = ) .ctg Pa: TV, für Radbreite D=1 . . . (22). 
g q* TU «Ds 


Die vollkommene Analogie, insbesondere auch hinsichtlich Vorwärts- bzw. Rückwärtskrüm- 
mung der Schaufeln, liegt zutage. 

Als bemerkenswert ergibt Gl. (21) auch das Geradliniengesetz für die ZH, Linien, 
das ja universell gelten muß, da nach dem Riemannschen Grundprinzip jede Kontur auf 
einen Kreis abbildbar ist, obige Ansätze also immer möglich sind. Sehr anschaulich folgt 
es auch aus Betrachtung der Teilströmungen (Abb. 3). Die Summe der Geschwindigkeiten 
von a) und c) muß an der Austrittsspitze diejenige von b) kompensieren, so daß sein 
muß J4—+- Konst.ı »- S = konst.,, da ja die Geschwindigkeiten den J, und. S direkt pro- 
portional sind. Damit ist aber Gl. (20) wiedergewonnen. 


X 


IV 


Mit der Gültigkeit des Geradliniengesetzes entsteht auch die Frage nach der Lage 
des Schnittpunktes der H,.- und Au, -Linie. Eine genauere Untersuchung zeigt, daß er 
im allgemeinen weder im Unendlichen noch auf der V-Achse liegt. 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 4 wird nach Gl. (22): 





Abb, 3. 


V„r=W%—PQ= 27: n?:0-wß-L —A) .... 0.83). 
Nach Gl. (20) ist andererseits: Vr,4—= (S  z)für „,—0, also 
In 
YBA_a.tgBli — wo): wa 5: ae 
2 k==]1 


Für den Summenwert der Gl. (24) hat Wellstein eine Lösung angegeben ‘), die hier mit 
Rücksicht auf Gl. (16) lautet: 2 


iS g.-@° sin? ß j 1+cosN-d I d 
= k'u— ET — in28 we (25). 
k=]1 TTt +2 u 9 sın“| 


( 
\q c0S Fr + p) 

I) Da stoßfreier Eintritt praktisch selten vorkommt, tangentiales Abströmen jedoch dem physi- 
kalischen Verhalten angenähert entspricht, wird nur die erste der Gl. (20) weiterhin verfolgt. 

?, vergl. Hydraulische Probleme, S. 200. 
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Setzt man noch Fr = (: Vpr,4, da (24) ja nur für den ideellen Schaufelstern der Ü-Ebene 
gilt, so folgt durch Gleichsetzen von (23) und (24) unter Berücksichtigung von Gl. (25). 
(3) und (5b): 





n sin? 3 (1 + cos J) 14 
=| BG. +4) | en ; 
zn Jr; ar „sin“P? (ge 
v i -(1— 4)-cosY + (1 + | a ). 
2 2 
wo AZ (rı rg \:/sin?? 
Darin folgt die Konstante Ü aus der Bedingungsgleichung: 
. Hın . . 
lim | )= I, folglich: im A=0 .. . 0.2. ...(97) 
u \llına Bene 
j zu: 1 . 
Ah . C zz = ‘ ; . . (2 i a). 
| 7 sin“ 8 
| Sie ist also, wie gefordeıt werden muß, allein 
IW vom Spiralenwinkel 5 abhängig. 
z | u2 Mit Gl. (26) und (27a) ist A rechnungsmäßig 
DI AT gewonnen, es ist also im allgemeinen A 1: 0'). 
| h Pre y »etzt man nun das Förderhöhenverhältnis iu der 
N Be sestalt an (Abb. 4): 
u Hın r 
Bun ee, 5. (28), 
Hıng — A" un”/g 
Abb, #. so ist es gleich einer Konstanten X, so daß die 
ganze Betrachtung vom Punkte des stoßireien 
Eintritts verlegt werden kann nach | =S= (0. Hierfür ist: 
L- 
nach Gl. (20) Jı=?n b “ ka, nach Gl. (22 Hay = 1Ug ‘ra’: @*. 


Nach bekannten Beziehungen kann für Jı noch die theoretische Förderhöhe M,..4 einge- 
führt werden: 


% 
2’ @ , 1 
, B k ‚ Ay = u H,, $) 
9 | u 


wenn (€ zunächst aus denselben Gründen wie eben eingeführt wird. Damit folgt: 


Ha = 


- 
“ 





. »,\2 sin? 
13 
mithin allgemein für die log.-spiralige Schaufel: 
is 3 
neR[li- EM)... 220.22.) 
Hıny Hinz 


In Gl. (29) ist das gesuchte Förderhöhenverhältnis gewonnen. Es ist, wie zu erwa.ten, 
eine dimensionslose (sröße und abhängig von den geometrischen Verhältnissen des Schaufel- 
rades sowie von ® und }’”. Die Konstanten } und K hingegen sind nur von den geo- 


metrischen Verhältnissen abhängig. Für V—=0 war Au. = us’/g, so daß: 
H ı ”» / in | / 
( u ü=-l, . 4%... 
Hıny/v=o 


jetzt auch nur noch von diesen abhängig ist und somit als eine dem Schaufelrade fest 
anhaftende, charakteristische Konstante betrachtet werden kann. 


7. Numerische Auswertung. Setzt man in Gl (29a) X und / ein, so ist: 


Hen 1 A i I+c0os N:ı1% a sin? u 2 sin? PR 
( 2 ö , wo A — . ı — ! u . 
Han. ’ı 0 an j l A + A ,® 13, 

0 608 4 : 


- 


Rein mathematisch würde obige Integration zu erheblichen Schwierigkeiten führen. Daher 
wurde der Wert des Bruches unter dem Integral mittels logarithmischer Papiere graphisch 
für verschiedene ® bestimmt und sodann die Integration nach der Trapezregel ausgeführt. 


I, vergl. B. Eck, Wasserkraftmaschinen in Forschung und Theorie, 7. f. techn. Phys. 1926. 
Das dort vewonnene Ergebnis dürfte also nur für die punktförmige Schaufel: rı ra = I zutreffen 
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Abb. 5 zeigt das Ergebnis; die Kurven gelten insbesondere bei f = 90° für beliebige V, 

da nach Gl. (21) und (22) in diesem Fall H./Hn, unabhängig von V wird. Für den 

Grenzfall r,/ra — 0 werden die von Kucharsky errechneten Werte erreicht'). Abb. 6 zeigt 

die nach GI. (28a) bestimmten X-Werte. Aus diesen beiden Kurvenscharen berechnet sich 

sodann A nach Gl. (29a) (Abb. 7). Für die Lage des Schnittpunktes der H,.- und Hu“ 

Linie ist charakteristisch das Verhältnis A/x (s. Abb. 4), es bereehnet sich leicht zu: 
4 / 























= ——— er a a 
/. 1 — (Hın/ Hıny ) V=0 ) 
7 AT, 
hrs SB. Aa 
10 2 10 = .. 
00125 | 
| 
| 0,050 
10,075 
08 ! 0,8 
I|O15 
| ? 
2S 
Ü —— + - - - 06 
we 0.35 | . 
04 2 
| 
02 _— 10 I 02| 
manzı) 02 04 06 08 7/5 1 0 TRasorze) Öx 0,4 
Abb. 5. Abb. 6. 
Die Werte dieses Verhältnisses sind in A/#-Kurven 
Abb. 7 durch die obere Kurvenschar dar- 10 en 
gestellt, sie werden zu null für rı/rs = | | | \ \ 
und zu 1 für rı/ra = (0. Im letzten Fall | | S 8 
laufen also die Linien der Förderhöhe ä | E.' 2 
ui . " i fs GERNE, Wi Ih, VE, VER, WEBER, VRR "EEE \UEEER — ZUBE 
exakt parallel, während sie sich im erste- a 
r . ı 
ren gerade auf der V-Achse schneiden. os, 
In der vorliegenden Arbeit wurde NEAR 
versucht, eine mathematische Grundlage 2a 


zu gewinnen für das Förderhöhenverhält- 

nis radialer Kreiselpumpen mit log.-spira- 
ligen Schaufeln. Die Untersuchung ge- 
währt Einblick in die Wirkung und den 
Einfluß bestimmender Konstruktions- 1 
größen. Die zahlenmäßige Auswertung 
erstreckt sich über die Parameter z, rı/ra, 
und wurde für eine große Anzahl Punkte 
durchgeführt. Für Grenzfälle führt sie 
auf Werte, die auch in verschiedenen 
anderen Arbeiten gefunden wurden. Die 0 Ras) 02 0,4 06 0 
ganze Arbeit möchte ein Beitrag sein zur Abb. 
Theorie der Kreiselmaschinen, ohne An- 

spruch erheben zu wollen auf eine endgültige Lösung der vielgestaltigen Probleme. 807 
































i» 


') Die Kurven der Abb. 5 sind nit den Spannhakeschen (/C,,-Kurven nicht gleichbedeutend. 
Während in Hrn/Hen,. Förderhöhen für gleiche Anfangszustände und Fördermengen dividiert wurden, 
setzt Spannhake einen Eintrittsleitapparat voraus, dessen Anstellwinkel bei Hrn. ein anderer als bei 
Hen ist, derart, daß immer gerade stoßfreier Eintritt vorliegt. Dies erklärt auch den dort auftretenden 
eigentümlichen Wendepunkt sowie die sehr geringen Beträge (/C,. 
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Räumliche Spannungsverteilungen in festen Körpern 


bei plastischer Deformation. 
Von WERNER JENNE in Potsdam. 


[Aus dem Institut für angewandte Mathematik der Universität Berlin.]') 


ie meisten festen Körper deformieren sich bekanntlich bei hinreichend kleinen Span- 

nungen elastisch, d.h. es besteht eine ein-eindeutige Beziehung zwischen Spannung 

und Deformation, derart, daß bei verschwindender Spannung auch die Deformation 
verschwindet. Dies ist jedoch nur näherungsweise richtig; genaue Untersuchungen haben 
ergeben, daß rein elastische, d.h. vollkommen rückgängige Deformation überhaupt nicht 
vorkommt. Vielmehr ist jede elastische Deformation von einer, wenn auch häufig sehr 
geringfügigen, bleibenden Formänderung begleitet‘). Mit wachsender Beanspruchung des 
Materials werden auch die bleibenden Formänderungen immer größer; denjenigen Span- 
nungszustand, bei welchem zuerst erhebliche bleibende Formänderungen beobachtet werden, 
nennt man die Elastizitätsgrenze des Materials. Daneben gibt es bei sehr vielen Stoffen 
eine Grenze der Belastung, bei deren Erreichung plötzlich unter konstanter oder sogar 
abnehmender Last sehr erhebliche Formänderungen eintreten, die man nicht mehr als 
elastische betrachten kann. Man sagt, das Material deformiere sich plastisch, es fließe, 
und bezeichnet diese Grenze als die Fließgrenze des Materials. 

Da solche Deformationsvorgänge auf sehr vielen wichtigen Gebieten der Technik 
eine große Rolle spielen und da die Elastizitätstheorie auf Fließvorgänge nicht angewendet 
werden kann, hat es sich als notwendig erwiesen, eine eigene mathematische Theorie der 
Plastizität zu schaffen. Saint-Venant hat als erster die Mechanik der Kontinua auf 
diese Art der Deformation fester Körper angewendet und damit die mathematische Plasti- 
zitätstheorie begründet. Einen vollständigen Ansatz von Bewegungsgleichungen für die 
plastische Deformation fester Körper hat Hr. v. Mises gegeben in seiner im Jahre 1913 
erschienenen Schrift: »Mechanik der festen Körper im plastisch-deformablen Zustand« °). 
Diese Theorie ist bisher noch wenig angewendet worden; man hat sich im allgemeinen 
auf die Untersuchung der Spannungsverteilungen bei plastischer Deformation beschränkt. 
In neuerer Zeit haben die Herren Hencky, Prandtl und Nädai die Spannungsverteilung 
im ebenen und im axialsymmetrischen Fall der plastischen Deformation untersucht. Die 
vorliegende Arbeit enthält ähnliche Untersuchungen für kompliziertere räumliche Spannungs- 
verteilungen. 

In 1. gebe ich kurz die Grundgleichungen der Mechanik für plastisch-deformable 
Körper an. Es werden ferner gewisse Differentialbeziehungen abgeleitet, die den Kompa- 
tibilitätsbedingungen der Elastizitätstheorie entsprechen und daher als die Kompatibilitäts- 
bedingungen der mathematischen Plastizitätstheorie bezeichnet werden Können. 

In 2, diskutiere ich die bekanntesten Annahmen über die Natur der Fließgrenze. Nach 
den neuesten Versuchsergebnissen erscheint es zweifelhaft, ob die Mohrsche Annahme, daß 
es auf die der Größe nach mittlere Hauptspannung nicht ankommt, den Tatsachen ent- 
spricht. Die Versuche sprechen vielmehr für die von Hrn. v.Mises aufgestellte Hypo- 
these, wonach die Summe der Quadrate der Hauptschubspannungen während der Dauer des 
Fließvorganges konstant ist oder doch nahezu konstant bleibt. Im Anschluß hieran wird eine 
neue Methode der Darstellung von Versuchsergebnissen angegeben, die die Unterschiede 
zwischen den einzelnen Fließbedingungen besonders deutlich hervortreten läßt. 

In 3. behandle ich die Gleichgewichtsbedingung für kontinuierlich ausgedehnte 
Medien bei Fehlen äußerer Kräfte; mit Hilfe eines neueingeführten Begriffs, der Winkel- 
geschwindigkeitsdyade des Hauptachsenkreuzes des Spannungstensors, werden gewisse 
Formeln abgeleitet, durch welche die lokalen Aenderungen der Größen der Hauptspan- 
nungen ausgedrückt werden können durch die Elemente der Drehung des Hauptachsen- 
kreuzes des Spannungstensors und durch die Hauptschubspannungen. 

Diese Formeln wende ich in 4. auf verschiedene Gleichsgewichtsprobleme der pla- 
stischen Deformation an. Das ebene Problem ist schnell erledigt; die Henckyschen 


!) Diese Arbeit ist von der philosophischen Fakultät der Universität Berlin als Dr.-Dissertation 
angenommen worden. Referenten: Prof. v. Mises und Prof. M. Planck. 

2, Vergl. z.B. Th. v. Kärmän, Enz. d. Math. Wissensch., Bd. IV, Teil 4, S. 699. 

») Nachrichten der K. Gesellschaft d. Wissenschaften zu Göttingen, Math.-Phys. Kl., 1913. 
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Ergebnisse für diesen Fall folgen leicht aus den allgemeinen Formeln. Ich behandle dann 
den Fall gleicher Spannungszustände in den Normalebenen einer gegebenen Raumkurve, 
der das axialsymmetrische Problem der plastischen Deformation als Spezialfall enthält; 
mit Hilfe der erwähnten Formeln wird gezeigt, daß die hauptsächlichsten Ergebnisse von 
Hrn. Hencky im axialsymmetrischen Fall auch für dieses allgemeinere Problem gelten. 
Im letzten Abschnitt dieses Paragraphen behandle ich als weitere Verallgemeinerung des 
ebenen Problems die Annahme gleicher Spannungszustände in beliebigen Parallelflächen; 
dabei wird gezeigt, daß unter speziellen Annahmen über die Spannungsverteilung die auf 
gekrümmten Flächen verlaufenden Linien größter Hauptschubspannung ähnlichen diffe- 
rentialgeometrischen Gesetzen genügen, wie sie Hr. Hencky für die >»Gleitlinien« im 
ebenen Fall der plastischen Deformation gefunden hat. 

In 5. wende ich die zu Anfang abgeleiteten Kompatibilitätsbedingungen auf einige 
der behandelten Probleme an. Beim ebenen Problem können die Kompatibilitätsbedin- 
gungen durch eine — ohnehin übliche — allgemeine Annahme über die Größe der drei 
Hauptspannungen befriedigt werden; dagegen ist ihre Erfüllbarkeit bei den übrigen be- 
handelten Problemen nicht sichergestellt. Da aber die Kompatibilitätsbedingungen erst 
aus der bisher noch nicht endgültig bestätigten Annahme einer linearen Abhängigkeit von 
Spannungstensor und Tensor der Deformationsgeschwindigkeiten folgen, so kann die Frage 
offen gelassen werden, ob die hier behandelten allgemeineren Spannungsverteilungen nicht 
doch möglich sind. 


1. Die Grundgleichungen der Mechanik für plastisch-deformable Körper. 


Der Spannungstensor sei gegeben durch das Schema: 


Pe | Ö, T, 
rd 0, T, u EFF 


ve T, T, 0, 


bezogen auf ein beliebiges ng rechtwinkliges Koordinatensystem, und, auf seine 
Hauptachsen bezogen, durch 


| Dı \ 0] (0) 0 
TR == ) Ds ) 0 63 0 \ j ; , a. % Zn : : (2), 
Da 0 1) O3 


wobei sich der einer beliebigen Richtung » zugeordnete Vektor p, bestimmt durch die 
Transformationsformel: 

py=2.co8(v, x) +Pp,cos(w,y)+Pcoo (2) . : 2.2..0). 
Die in bekannter Weise durch Annahme spezieller Lagen des Koordinatensystems erhält- 
lichen Extremwerte der Tangentialspannung, die man als Hauptschubspannungen bezeichnet, 
sind gegeben durch die Beziehungen 


1, nu, u.  ( ) 7 
sie genügen der Bedingung: un to + =0 ... a 
Aehnlich dem aus der Elastizitätstheorie bekannten Begriff der Einsenden 
R u &r 5 Yz» "y 
n2 ep & €), I“: Ei ae EI, EB 
Yu Yz » & 


führt man hier die Dyade % der Deformationsgeschwindigkeiten ein mit dem Schema 


n Te 
TN 
N = V,, A, . V. ! 


y, v., ). 


(7), 


wobei man die Dehnungsgeschwindigkeiten A,, 4, A, und die Sehiebungsgeschwindigkeiten 
Y,, 9, Y%, aus den Komponenten v,, v,, dv, des (reschwindigkeitsvektors v erhält durch die 
Beziehungen 

0% j 0% 2, () % 


ı Er u 


> 
= 


u 7 


1 Ovy m 1 /) vw ) dr 1 I) dr Ivy ; 
„= + )» y,‚= ( + , v, = ( + )\ 
y) Oz ‘y > Ir )z > )y I)r 


Iy di 
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Die Erfahrungstatsache, daß sich bei Erreichung der Fließgrenze alle festen Köıper im 
wesentlichen so verhalten wie eine zähe, nahezu inkompressible Flüssigkeit, führt zu der 
Annahme, daß hier eine Abhängigkeit der Spannungen von den Deformationsgeschwindig- 
keiten besteht, ähnlich der linearen Abhängigkeit des Spannungstensors von dem Defor- 
mationstensor in der Elastizitätstheorie. Jedoch muß man zunächst von der Spannungs- 
dyade " einen Bestandteil abziehen, der einer allseits gleichen Spannung entspricht, da 
eine solche Beanspruchung erfahrungsgemäß keine endliche Deformationsgeschwindigkeit 
hervorruft. Bezeichnet man Druck stets als negativ, Zug als positiv, und versteht man 
unter & die sogenannte Einheitsdyade 


L) 
oo 1) 
so erhält man die gewünschte reduzierte Spannungsdyade ®', indem man von ® einen 
Bestandteil — p& abzieht, das heißt durch die Beziehung 
Een ar ee NE 
Hierbei bleiben die T'angentialspannungen erhalten und zwischen den Normalkomponenten 
der beiden Tensoren ® und ®’ bestehen die Beziehungen 
.—=6,-+P, ,=06,+P, ’=6+PD. .. 0.0. (1). 
Entsprechend der Spannungs-Dehnungs-Beziehung in der Elastizitätstheorie nimmt man 
nun die Abhängigkeit zwischen P’ und D als linear an mit der Bedingung, daß beide 
Tensoren gleiche Hauptachsenrichtungen haben, so daß sich zum Beispiel zwischen den 
Hauptwerten 0, und A, die Beziehung ergeben würde 
os —=khı+klkı + +A4;). 
Da wir aber Inkompressibilität voraussetzen, so besteht die Gleichung 
div pb=/, Hi, +), A, je As + l,=0 en (11), 
und man erhält somit die einfacheren Beziehungen 


0(,=60,.+ p=k-4,, y,=0,+p=k-4,, 0, — 0, H-p=k-J, N (13) 
tr. —=k:v,, AR y 22 MR r,—=k:», ) Re 
oder, als Tensorgleichung geschrieben 
BE ee arg. 2 ee 
Aus (11) und (12) folgt 
+0) +,=,+0,+6,+3p=kdivv=0 
oder EN EEE 


k ist hier eine Reaktionsgröße, die man aus der Kenntnis der Bewegung selbst zu be- 
stimmen hat, und zwar mit Hilfe der Erfahrungstatsache, daß während der plastischen 
Deformation die Spannung an der Fließgrenze bleibt. Mit dieser Annahme, die sich haupt- 
sächlich auf die bekannten Beobachtungen bei der einachsigen Zugbeanspruchung eines 
geraden Stabes stützt, schließt man allerdings die Erscheinungen der sogenannten Ver- 
festigung von der Betrachtung aus. 

Da die sechs Komponenten der Dyade der Deformationsgeschwindigkeiten nur von 
den drei Größen v,, v,, vd, abhängen, so müssen gewisse identische Beziehungen zwischen 
ihnen bestehen. Aus der linearen Abhängigkeit des Spannungstenrsors von dem Tensor 
der Deformationsgeschwindigkeiten — Gleichungen (12) — folgen dann aber gewisse Be- 
dingungen für die sechs Komponenten des Spannungstensors, ähnlich den sogenannten 
Kompatibilitäts- oder Verträglichkeitsbedingungen in der Elastizitätstheorie. Diese Bedin- 
eungen sollen im folgenden für die Plastizitätstheorie abgeleitet werden. 

Differenziert man die Gleichung 


IYy 


zweimal nach z, die Gleichung  _ 9% 
„= 


!2 


- 


zweimal nach y und addiert die beiden erhaltenen Gleichungen, so ergibt sich 


( ‚2 An ( ‚2 br ( ‚3 Vi 3 Vz Oo? Vr 
- —— = 9) 
7) 


O 2° Oy® OyoOz? Oy’ Oz "Oyoz 
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und entsprechend für die übrigen Komponenten 


0°), O2 Az i Op, 02 )z 02), O0 y, 
= ® — ze 9 


0x9 024 "HrV)z’ Iy* Or 


Differenziert man ferner die Gleichungen 


1 Oo, ( % 1 dv, O dr 1 I dr O vy\ 
Fe +7), n= +"), 9 - + 
y Oz Iy 2 x )z > Oy Or 


der Reihe nach nach x, %y, z, so ergibt sich 


O vr 1 02 Vy e)2 Üz | Vy 1 O0? Üz o* Vx Ov; 1 2 Ur c)2 ®, 
— 2. ); — + ), — — + ). 
0x >) 0x: (O2 020y I'y = V2:0y OyVOz Oz 2 OyVOz de) z 


Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit — 1 und addiert dann alle drei Glei- 


chungen, se erhält man 
Or; IV, Ovz 0? v, 


!x Oy Oz  Oyodz 
r8) © 
oder, unter Beachtung der aus ),— _ 


durch Difierentiation nach y und z folgenden Be- 
0x 


ziehung 


— —- 
— --— 


02 Ir Vy, 0? Ar 0 OrVz Or, OP; 

’ (- ;- + ). 
OyOz Oxz0yVxz OyoOz I) Ox Oy Oz 
Ganz entsprechend findet man 

02), [@) Ir, Ivy Or, 02), () dv; Ivy IV, 
0Oxr202 Oy Ir oYy I2 V20y !2\0x Oy Oz 


Bezeichnet man also mit A, B, €, L, M, N die folgenden sechs Ausdrücke 





A u aL Va c)4 m in As 
” Oyoz 24 Iy“ 
B=9 0? », A OR, 
Z OroOz )r: Oz? 
c _.. (3 Ve c)2 Ar (2 Ay 
u de2dy Oy? Od) 23 ' (15) 
02), Od OVxr Ory dv, i 
L= —— —;-(— ++ —) Ä 
0y0z Ir xt OyY [e- 
oO? w @ Orr d Vy (dv, 
M _- ( — — + 
)202 Oy\ox IY 2 
v. 0 7); d )Vr Or, =] 
vr2O0y Oz x | o’Y )z 


so haben die Komponenten der Dyade der Deformationsgeschwindigkeiten die sechs iden- 
tischen Bedingungen zu erfüllen 


A=0, B=0, C=0, L=0, M=0, N=0 .. (16). 


Beltrami hat bemerkt!), daß zwischen den Größen A, B, ©, L, M, N folgende 


drei Differentialrelationen bestehen, die man durch Differenzieren leicht bestätigt: 
0A ON _OM ON 9OB_ dL 0OM 0O0L,90 Z 
+— 0 nee, +. -+—=0 (17). 


Ox oy Oz ‚ O% Oy (2 I) Iy 2 


Diese Beziehungen haben genau die Form der Gleichgewichtsbedingungen für die 
Deformation eines festen Körpers bei Fehlen äußerer Kräfte. 

Führt man der Einfachheit halber in den Gl. (12) statt der Reaktionsgröße k ihren 
reziproken Wert ein q=1I/k, 


so erhalten diese Gleichungen die Form 


h, u: (6, ” pP); hy u (0, +Pp), h. u (0, +Pp) 
v„=qQ'T,, v‚„=qQ'T,, v.,—=4qg+.T,. 


Aus (15) und (16) ergeben sich mithin für die Spannungsgrößen 0,, 6,, 0,, 7,, 7,, 7, sechs 
identische Beziehungen, von denen ich jedoch nur zwei angebe, da man die übrigen 
durch zyklische Vertauschung leicht aus ihnen erhält: 


) E. Beltrami, Roma Ace. Line. Rendiconti Ser. 5, 1', 1892. 
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"0% (a, +p) 02 (9, +p) )(ay+p) 9 V)(,+p) 9 Ä 0 
q: E p + +: +9 v+t7 . _.-9. pP) q + (6, +p) - g 
() 2? Od y?® Br. (2 oy Iy 212 Ö 2? 
} co q 2 Tr OTaı oq (!Tx er 0? 
+ (.+p)-.,=2 u; — + + - 
( Y ( yVoz Oy (2 (2 Oy Oy« 2 
| ı (18). 
(9, +Pp O(g+p) I0q O(0:+p) Iq u: 
q' + + +(0,.—+P) 
Oyoz Oy nur 02 Oy oyOdz 
) ff 'q Iq og OTz OITy ih 
ROB:R DER. \ ER. DUO BE OR. mn IS 
Ox|L or "o0y O2 ' dx Oy O2 
Dies sind — unter der Annahme einer linearen Abhängigkeit von Spannungstensor und 
Tensor der Deformationsgeschwindigkeiten — die Kompatibilitätsbedingungen der mathe- 


matischen Plastizitätstheorie, formal sechs Gleichungen, die aber, wegen der Beltrami- 
schen Beziehungen (17) und weil sie noch die Reaktionsgröße qg enthalten, tatsächlich 
nur zwei Gleichungen entsprechen. 

Bezeichnet man die spezifische Masse des betrachteten Körpers mit u, die auf das 


Volumelement wirkende äußere Kraft, etwa die Schwerkraft, mit y, so lassen sich die 
Bewegungsgleichungen des Fließvorganges, in eine Vektorgleichung zusammengefaßt, so 


schreiben: dv = 
k—- 1er +VP . 2. 80:5 5 
dt 
, op ap, IYp, 
mit vV‚Vy’=- = fe Fe 
x oy O2 
Zu den so erhaltenen Grundgleichungen — Formeln (11), (13), (19) — muß noch eine 


Annahme über die Natur der Fließgrenze treten, als der Wirklichkeit möglichst genau 
angepaßte Formulierung der bereits erwähnten Erfahrungstatsache, daß beim einfachen 
Zugversuch die Spannung nach Erreichung der Fließgrenze unverändert bleibt. Dann 
aber haben wir in den drei Gl. (19), der Plastizitätsbedingung und den oben abgeleiteten 
„wei Kompatibilitätsbedingungen sechs Gleichungen zur Verfügung und sind somit formal 
in der Lage, die sechs Spannungsgrößen allein, ohne Berücksichtigung der Deformationen, 
zu bestimmen. 


2. Die Annahmen über die Natur der 
Fließgrenze; Haupitschubspannungslinien. Die 
grundlegenden Untersuchungen über die Natur der 
Bruch- und Fließgrenze stammen von Mohr'); seine 
u Ueberlegungen werden am besten verständlich, 
er | \ wenn man die folgende, von ihm selbst angegebene, 
— — na ebene geometrische Darstellung des räumlichen 

/\ N Spannungszustandes benutzt (vergl. Abb. 1). Auf 
\ ne der einen Achse eines ebenen kartesischen Koordi- 
natensystems werden vom Anfangspunkt aus die 
Hauptspannungen 6, 9%, 9% für einen beliebigen 
IRA7772. Körperpunkt nach Größe und Vorzeichen aufgetragen 
und es werden die drei Kreise gezeichnet, die durch 
Abb. 1. je zwei der Endpunkte der abgetragenen Strecken 
gehen und deren Mittelpunkte auf dieser Achse 

liegen. Die Radien dieser Kreise haben die Längen 











03 03 3, 03 03 — 60, . 


Tg = T7T. 
) ’ 2 


== IT, , 
2 


Dem Spannungsvektor, der einem beliebigen Flächenelement durch den betrachteten 
Körperpunkt zugeordnet ist, entspricht in der graphischen Darstellung ein Vektor vom 
Koordinatenanfangspunkt nach einem Punkte im Innern eines der beiden von den drei 
Kreisen gebildeten Bogendreiecke, und zwar ergeben die Horizontal- und die Vertikal- 
komponente dieses Vektors die Normal- und die Tangentialkomponente des dem Flächen- 
element zugeordneten Spannungsvektors. Die Spannungsendpunkte für alle einer Haupt- 
ebene angehörenden Richtungen liegen dann auf dem betreffenden Kreise, alle übrigen 
in dem von den drei Kreisen eingeschlossenen Kreisbogendreieck. 


) ©. Mohr, Abhandlungen z. techn. Mechanik, Berlin 1913, Abhandl. V. 





ke 
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An Hand dieser Darstellung läßt sich die Mohrsche Annahme über die Natur der 
Bruchgrenze folgendermaßen charakterisieren: Die der Größe nach mittlere Hauptspannung 
kommt bei der Beurteilung der Gefährlichkeit eines Spannungszustandes nicht in Betracht; 
die somit allein maßgebenden Kreise mit größtem Radius besitzen eine Einhüllende, die 
sogenannte Mohrsche Grenzkurve. PBezeichnet man die Hauptspannungen der Größe 
nach mit 03, 09. 01 TOT UV 


so drückt sich die Mohrsche Annahme aus durch die Gleichung 
0 — 03 


m =f(hı+%+G%). ....0.0.0. MD, 


— 


wobei die Funktion f durch die Mohrsche Grenzkurve definiert ist. In jedem Punkte 
des beanspruchten Körpers bilden sich nach Mohr zwei Gleitflächen, die durch die der 
mittleren Hauptspannung 0; entsprechende Hauptachse gehen und einen festen Winkel 
miteinander einschließen; dieser Winkel ist gleich demjenigen, welchen der vom Mittel- 
punkt des größten der drei Mohrschen Kreise nach einem der beiden Berührungspunkte 
dieses Kreises mit der Mohrschen Grenzkurve gezogene Strahl mit der o-Achse bildet. 
Bekanntlich zeigt die Mohrsche Grenzkurve, wenn man die Bedingungen des Bruchs 
untersucht, auf der Zug- und Druckseite ein sehr verschiedenes Verhalten. J»doch steht 
noch nicht fest, ob auch für die Grenze des elastischen Verhaltens ein so großer Unter- 
schied zwischen Zug- und Druckversuch besteht. Eine Annahme, die diesem Umstande 
Rechnung trägt, ist die von Guest, der die maximale Schubspannung als konstant 
annimmt. Die Guestsche Plastizitätsbedingung lautet also 


T max = K = konst. . R ‚ ‚ E P “ A : 5 (II); 


die Mohrsche Grenzkurve ist in diesem Falle eine Parallele zur o-Achse und der Winkel 
der beiden Gleitebenen gegeneinander stets gleich 90 Grad. Hr. v. Mises macht an Stelle 
der Mohrschen Annahme den Ansatz!) 

03 — 09\’ 0 — 03\° 09 — 0ı\? .. 

ke ’) + ( u °) +( = ') =2K’=konst. . . . . .(W), 
d.h. er nimmt an, daß der Beginn des Fließvorganges gleichmäßig von der Größe aller 
drei Hauptspannungen abhängt, wofür gerade die neuesten Versuchsergebnisse sprechen. 
Ein etwaiger Unterschied zwischen dem Zug- und Druckversuch läßt sich: leicht dadurch 
berücksichtigen, daß man diesem Ansatz die erweiterte Form gibt 


(>= ”) + ("+ ("—")\=f6 ui ds 03) , (IV). 
Für diese Annahme’) sprechen besonders die in 
letzter Zeit angestellten Versuche von Hrn. Lode 
in Göttingen?) und die Ausführungen von Hrn. 
F. Schleicher in Karlsruhe‘), Eine bequeme 
Uebersicht über das Verhältnis der geschilderten vier 
Annahmen zueinander dürfte die folgende Dar- 
stellungsmethode bieten: 

Man benutze folgendes vierachsige Koordi- 
natensystem: Zunächst wähle man drei Achsen in 
einer Ebene, etwa der Horizontalebene, unter Winkeln 
von 120° gegeneinander; damit ist jeder Punkt dieser 
Ebene charakterisiert durch seine Abstände von drei 
Achsen. Die Summe dieser drei Abstände ist be- 
kanntlich gleich Null; wir können sie daher mit 
71, 73,7; bezeichnen und die K-Werte auf der ver- Kant Ts 
tikalen Achse abtragen, so daß nunmehr das Er- | | 
gebnis eines jeden Einzelversuchs durch einen Raum- Abb. 2 








Sf 





I) v. Mises, Mechanik fester Körper im plastisch-deformablen Zustand, Nachr. d. K. Ges. d. 
Wissensch. zu Göttingen, Math.-Phys. Klasse, 1913. 

#) Diese Hypothese ist zum ersten Mal von Hrn. v. Mises in einem Vortrage vor dem Ausschuß 
für Technische Mechanik des Berliner Bezirksvereines deutscher Ingenieure am 17. Juli 1925 aus- 
gesprochen worden. 

3) Vergl. den kurzen Bericht in dieser Zeitschr. Bd. 5 (1925), S. 142. 

4) Desgl., Bd. 5 (1925), S. 478/479. 
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punkt dargestellt wird. Dann ergibt sich für die vier geschilderten Plastizitätsbedin- 
gungen folgende Darstellung (vergl. Abb. 2): 


mx = K =konst. (Guest) . . . : 2 2.2. (DM. 
Alle Versuchspunkte liegen auf dem Umfang eines regelmäßigen Sechsecks mit der halben 
Höhe X. ı’+n’+n?—2K’—=konst. (v.Mises). . . . . .(ON. 


Diese Gleichung stellt einen Kreis dar; denn führt man noch ein rechtwinkliges &-,-System 
ein, wie aus der Abbildung ersichtlich, so wird 


y=Tı, et y—=r’+d 
73 = - 1/, (73 dy3), d’ = la +27)? 
R . . l r 4 179? +4 173? +4 Tot: 
ty’ =TJ)"'74 737 —+ 2 1)” — - =; 
3 B) 
Wegen +7 + 73; —=0 läßt sich aber die Bedingung ,?+73?+73?—= 2K' auch in der 
Form schreiben +2 —2—K?, 
: : 0 a 2K° 
und folglich ist er y = —, 
. . a ‚ 5 2K . 
das heißt: alle Versuchspunkte liegen auf einem Kreis vom Radius mit dem Zentrum 
v3 
im Koordinatenanfangspunkt, das heißt auf dem dem Sechseck von (II) umschriebenen Kreis. 
max = f (01 + 03 + 03) (Moh r) . ’ . P . ; . ; (D). 


Alle Versuchspunkte liegen auf der Oberfläche einer graden sechsseitigen Pyramide mit 
mit der Spitze im Koordinatenanfangspunkt. Die Höhenlinien dieser Fläche, auf die 
Horizontalebene senkrecht projiziert, ergeben Sechsecke, und alle Punkte mit gleichem 
f-Wert liegen auf dem Umfang eines solchen regelmäßigen Sechsecks. 
+2? +3°’—-f(ı +#+%9-+03) (v. Mises) . . . ...(i). 

Sämtliche Versuchspunkte liegen auf dem Mantel eines graden Kreiskegels mit der Spitze 
im Koordinatenanfangspunkt. Alle Versuchspunkte mit gleichem fliegen auf einem Breiten- 
kreis dieses Kegels. 

Ein Hauptvorteil dieser Methode liegt in der scharfen Unterscheidung zwischen der 


Anordnung der Versuchspunkte auf einer Sehne — Fließbedingung (II) und (III) — oder 
dem zugehörigen Kreisbogen — (I) und (IV) —. Die Versuche von Hrn. Lode') zeigen 


deutlich die Anordnung der Versuchspunkte auf dem Bogen. 

Bei der Betrachtung des Fließvorganges selbst kann man im allgemeinen den Ein- 
luß der Schwerkraft angesichts der auftretenden großen Spannungen vernachlässigen. 
Ich will mich hier außerdem, wie es die Herren Hencky und Prandtl in ihren für die 
neueste Entwicklung der Plastizitätstheorie grundlegenden Arbeiten tun, auf die Betrach- 
tung sehr langsamer Fließvorgänge beschränken, die noch als eine Aufeinanderfolge von 
(sleichgewichtszuständen angesehen werden können. Die Gleichgewichtsbedingung lautet 
natürlich: 

ad 2° ME; 
oder, unter Beachtung von (9) 
V2=gradvp .». -». .» .: 2 2 20.0. (208). 

Dynamisch sucht man sich den Vorgang der plastischen Deformation durch ein 
Vorbeigleiten verschiedener Materialschichten aneinander vorzustellen. Bei gradliniger 
Parallelbewegung macht dies keine Schwierigkeit; gewisse Schichten des Materials haben 
andere Geschwindigkeiten als benachbarte, sie gleiten aneinander vorbei, und ihre Be- 
gerenzungslinien kann man als Gleitlinien betrachten. Diese Vorstellung versagt jedoch, 
sowie die Bewegung der einzelnen Teilchen in gekrümmten Bahnen vor sich geht. In 
der neueren Literatur werden vielfach als Gleitrichtungen die Richtungen maximaler 
Schubspannung im Körper bezeichnet, und dementsprechend als Gleitlinien diejenigen 
Linien, welche in jedem Punkt die Richtungen maximaler Schubspannung einhalten, ob- 
wohl dies nach dem Vorstehenden nicht als berechtigt erscheint. Ich will daher im 
folgenden diese Linien stets als Hauptschubspannungslinien bezeichnen. Sie bilden stets 
mit einer der drei Hauptachsrichtungen einen Winkel von 90°, mit den beiden anderen 
solche von 45° Im ebenen Fall der plastischen Deformation bilden sie zwei ebene 


I, Z. f. Phys. Bd. 36 (1926), S. 913; vergl. insbesondere Abb. 8, S. 925. 


Pr u Ge Li eo. 





Band 8, Heft 1 


Februar 1928 Jenne, Räumliche Spannungsverteilungen in festen Körpern 25 


Scharen orthogonaler Kurven. Es liegt nahe, diese Linien zur Erklärung der sogenannten 
Fließfiguren heranzuziehen, der feinen l.inien, die bereits in sehr zehlreichen Fällen auf 
der Oberfläche oder einer Trennungsfläche der verschiedensten plastisch deformierten 
Materialien beobachtet worden sind. Jedoch ist es zweifellos falsch, die Fließfiguren 
allgemein mit den Hauptschubspannungslinien zu identifizieren. Denn wenn man die 
Fließfiguren auffaßt als die Spuren der Mohrschen Gleitflächen an der Oberfläche des 
deformierten Körpers, so können sie sich nach der Mohrschen Hypothese nur für einen 
solchen Spannupgsbereich überall senkrecht durchsetzen, für den man die Mohrsche 
Grenzkurve zum mindesten angenähert durch ein zur o-Achse paralleles Geradenstück 
ersetzen kann. Diese Bedingung ist gut erfüllt bei relativ weichen Materialien, und tat- 
sächlich durchsetzen sich bei diesen die Fließfiguren nahezu senkrecht; dagegen weicht 
der Winkel der Fließfiguren gegeneinander mit zunehmender Sprödigkeit des Materials 
immer mehr von 90° ab. In den Fällen aber, wo die Mohrsche Hypothese einen Winkel 
von 90° verlangt, können die Hauptschubspannungslinien wohl zur ungefähren Bestim- 
mung des Verlaufs der Fließfiguren dienen — wobei allerdings zu beachten ist, daß die 
Hauptschubspannungslinien ihrer Definition nach kontinuierlich dicht nebeneinader ver- 
laufen und somit niemals mit den in endlichen Abständen voneinander verlaufenden Fließ- 
figuren identisch sein können. Jedenfalls ist es häufig von Wichtigkeit, den Verlauf 
der Hauptschubspannungslinien zu kennen. Die grundlegende Arbeit über Netze von 
Hauptschubspannungslinien stammt von Hrn. Hencky'); durch die daran anschließenden 
Untersuchungen der Herren Prandtl®), Schmidt-Carath@odory’) und v. Mises') ist 
über Bau und Eigenschaften dieser Liniennetze im ebenen Fall der plastischen Defor- 
mation völlige Klarheit geschaffen worden. Darüber hinaus ist jedoch Hr. Hencky nur 
noch im sogenannten rotations- oder axialsymmetrischen Fall zu einigen speziellen Ergeb- 
nissen gelangt’). Er sagt über Systeme von »Gleitlinien«"): »Solche Systeme existieren 
nur beim ebenen und rotationssymmetrischen Problem immer; im allgemeinen räumlichen 
Fall gibt es allerdings solche Systeme nicht, da aber numerische Behandlung doch nur 
bei ebenen und rotationssymmetrischen Problemen möglich ist, so ist diese Einschränkung 
praktisch belanglos.« Ich werde jedoch im folgenden zeigen, daß man auch in kompli- 
zierteren, räumlichen Fällen gewisse Eigenschaften der Hauptschubspannungslinien an- 
geben kann; dazu leite ich zunächst einige Hilfsformeln ab. 


3. Ableitung von Hilfsformeln. Die Gleichgewichtsbedingung eines beliebigen 
kontinuierlichen Mediums, auf das keine äußeren Kräfte wirken, lautet bekanntlich 


v}=0 
in Worten: der derivierte Vektor der Spannungsdyade ist Null. Für das Folgende wird 
es nun wichtig sein, die Veränderung, die B im Raum erfährt, in zwei Teile zu zerlegen: 


in den Teil, der von der Drehung der Hauptspannungsrichtungen und den, der von 
der Größenänderung der Hauptspannungen herrührt. 


Ieh untersuche also den Vektor 
n Or OB, oO»; 
VI u + P) + a . 


Or Oy er 

das heißt den derivierten Vektor einer Dyade, die von Punkt zu Punkt ihre Hauptachsen- 
längen und ihre Hauptachsenrichtungen ändert. In praktischen Fällen können gewisse 
Bedingungen für die Aenderung der Hauptachsenrichtungen der Spannungsdyade P von 
vornherein gegeben sein; so liegen zum Beispiel im ebenen Fall der plastischen Defor- 
mation zwei Hauptachsen von ® stets parallel zu einer festen Ebene, während die dritte 
Hauptachse die Richtung der Normalen dieser Ebene hat. Die Aenderung der Haupt- 
achsenrichtungen eines Tensors ® kann man der Berechnung zugänglich machen durch 
die Einführung einer Dyade der Winkelgeschwindigkeiten, 2, die folgendermaßen definiert 
sein soll: 


Durch &, y, 2 werde ein im Raume festes rechtshändiges kartesisches Koordinaten- 
system bezeichnet, durch &, „, { das Hauptachsensystem von ® in dem betrachteten Punkt. 
Schreitet man von einem beliebigen Punkt des Körpers, z. B. in der x-Richtung, fort, so 


dreht sich das Hauptachsendreibein von ® mit einer gewissen Winkelgeschwindigkeit, ®,, 


I) Diese Zeitschrift Bd. 3 (1923), S. 242 bis 251. — ?) Desgl. S. 401 bis 406. — ?°) Desgl. 
S. 468 bis 475. — *) Desgl. Bd. 5 (1925), S. 147 bis 149. — °) Desgl. Bd. 3 (1923), $. 246 bis 251. 
— °) Desgl. S. 242, Zeile 11 von unten. 
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bezogen natürlich nicht auf den Zeitzuwachs, sondern auf den Zuwachs von x. Das heißt, 
o,dx sei der unendlich kleine Drehungsvektor des Hauptachsenkreuzes von ® beim Fort- 


schreiten um dx, und analog seien ®, und w, erklärt. Einem Fortschreiten in beliebiger 
Richtung um ds, mit den Komponenten dx, dy, dz, entspricht dann der Drehvektor 


o,dx+mwe,dy+ w,dz. Daher bilden die © eine Dyade, nämlich eine lineare Zuordnung 
von Vektoren zu den Richtungen des Raumes. Diese Dyade habe, auf die festen Achsen 
bezogen, das Schema 


Vf Dir; V.yy; W,: 
() ‘ 
0 a My Dal: 2 Tee (21) 
@, 0), | 0 ,y , ıE z 


und, bezogen auf die beweglichen Hauptachsen von ®, 


(2 WEE, WEN. wer 
ı — y 915 , 0Z U) ng . . . . . . . (22). 
wr wr: j Kr, A oc 


Der einer beliebigen Richtung » zugeordnete Vektor ®, bestimmt sich demnach wieder 
durch die Transformationsformel (3) 

0, — w,cos (vr, x) + ®, cos (P, y)+o, 008 (9,2) - » 2». (28). 
Ich betrachte nun zwei infinitesimal benachbarte Lagen des Hauptachsendreibeins von ®, 
die durch Fortschreiten in der &-Richtung auseinander hervorgegangen sind. Ich bezeichne 
ferner mit ® diejenige Dyade, die bei dieser Verschiebung aus ® hervorgeht, wenn man 


nur die Aenderung der Hauptachsenrichtungen von ®P berücksichtigt, mit P diejenige 
Dyade, die man bei Mitberücksichtigung der Aenderung der Hauptachsenlängen von ® erhält. 


PB und P haben also dieselben Hauptachsenrichtungen. Dann wird, wenn unter i,j, f 
Einheitsvektoren in den festen X, y, z Richtungen verstanden werden, 
OP; 


" Bi Dei 
‘Jr Ar=0 A x 

oder, indem man einige Glieder subtrahiert und wieder addiert, 

I  .. Pri-Pri+P-i-P-r+PB-tr—P-i 

= lim 

oa Ar) A x 
wobei i* den Einheitsvektor in einer Richtung bezeichnen möge, die zu dem alten Haupt- 
achsendreibein ebenso liegt, wie die feste &-Richtung zu dem neuen. Es ist also 


pP, ‘ B-i_-B-i i B-i_P-ir B.Hr_B-i 
"= _ Jim + 1 + lim —+ lim + mi 
02 dr=0 Ilx Ax—0 4x 0 Je 


Diese drei Grenzwerte berechne ich nun gesondert. Ich bezeichne mit i,j,f die Einheits- 


vektoren in den Hauptachsenrichtungen von ® bzw. ®, mit i',j', ® die entsprechenden Ein- 
heitsvektoren in den Hauptachsenrichtungen &,7,{ von P, und verwende für P, auf 
Hauptachsen bezogen, das in 1. eingeführte Schema 


\ Pı ((ı, 0, 0, 
u 7, 0, ie at en 
D; '0, 0, 6, 
dann ist: 
vo Bi— Pi ie (0, (x + Ir, y,2) — 01 (2, y. 2)] i cos (1, 0 
Axz=0 I% Ar—=( JIx 
+40 [09 (x + JSx,Yy,2) — 09 (x, Y, 2)] j cos dl, iD 
Ar—V) JI% 
2 Ye lo3 (x + Iz,y,2) — 03 (z, yY, 2)] F cos (i,B) 
Ar=0 JIx i 


das heißt, unter Hinzunahme der beiden entsprechenden Gleichungen für Fortschreiten in 
der y- und z-Richtung 


rn Mi 5, 


€ 
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{ ap m ar; a. u er; 0. 00: ’ 

lim + vn 008 (wi) +0) ic la, Pf). f 

Aue JIx Ox 0x Ox 

R mem m a; ’ 0 O0: N) % 00; ! 

VOR, ni hrnc..in: VOR cos (y,i)-’+ cos (y,j)-i + — -cos(yP)-t 

Ay=0 Sy Oy Oy Oy 
£ B.Ef—D.f 00 : j O0: . ” 003 ’ 

lim * P — — 008 (2,0) -’ + — cos (2,f) - + cos (2z,f)-f. 

äıeß ISz Oz x Oz 


Den zweiten Grenzwert 
Bi B-i* 


Is 


lim 
Ar—=0 
berechne ich folgendermaßen: 

Da der Einheitsvektor i*, wie oben gesagt, zu dem Hauptachsendreibein von ® in 
dem betrachteten Punkt ebenso liegen soll wie der Einheitsvektor i zu dem (infinitesimal 
gedrehten) Hauptachsenkreuz von ®, und da ® dieselben Hauptachsenlängen hat wie ®P, 
so haben die beiden Vektoren B-i und P-i* gleiche Länge und gehen durch eine un- 
endlich kleine Drehung mit dem Drehvektor », dx auseinander hervor. Bekanntlich legt 
nun bei der Rotation eines starren Körpers mit dem Drehvektor » ein Punkt des Körpers 
mit dem vektoriellen Abstande a von einem beliebigen Punkt der Drehachse in der Zeit 
dt den Weg 


oadt><a 

zurück. Dieser Fall liegt aber hier vor; der — etwa starr gedachte — Vektor p, rotiert 
mit dem Drehvektor w, und der Weg seines freien Endpunktes für die Verschiebung dt ist 

P-i—-P- it ode}... 
Daher erhält man 

im IF 

dr—=0 Jx 

Entsprechend findet man für den dritten Grenzwert: 


oO. > 














6 Mei _ Wr PR 
lim at l Ti u PB . lim — | — B (mw, >= ) 
Es wird also 
o6 en IC 2 I6G . s 
VP=| 008 (@,i)+ — cos (y,i)+ cos (z, e) “ 
| Ox Oy ö O2 = 
9 09 j . 009 ’ 0 up) T 2 ' 
+| 7 eos (&,j) +, cos(y,j)+ ,_ c0s(z,j)|-| 
_Ox Oy ()z J 
O 03 y \ I 03 ’ I 03 / | ’ 
+ cos (a, Pf) + —  cos(y,f)+ — cos(z,f)|-f 
Ox Oy er J 


> ©, >x< Pa — P (0, x )+ 0, xp, — P (0, x j) +0, xp: — P(;,xP) 

oder, unter Beachtung der Beziehung 
@) 9 
dE 


a; i oa ’ do 
\ cos (x,t) + pr cos (y,i)+ | 


U2 


cos (z, V), 
Oz 


9 


) * “ “- ° 
wobei n definiert sei als die Komponente von grad co, in der $-Richtung 
( 
ÖHh un. 
V == — ! - 
r Te >“ 


> 


09 


r ed 
Ir Br Pf 
+0, x —P(0,xi) +0, xp —Plm,xj)+0,xm—Plm,<E) (24) 
Mithin erhält man für die Komponente des Vektors VY® in der $&-Richtung: 
2) PR 
(7 P): = Y + (9,)n* (Pat — (8,)£* (Be)n — 
nz (@,)n , (Pu) — (,): \ (Py)n nn 
+ (©,)r ; (p.)t "ie (w,)r a (Pe)n arn 
wobei die Formel benutzt wurde: 
Y,= pı cos (2, $) + Pa cos (x, n) + Pa cos (x, C). 





°, [(o,)n eos (X, C) — (w,'\r cos (X, 7)] 


61 K(®,)n cos (y, Ü) u (m,)r cos (y. 7 


61 (@,)., C08 (2, C) (@,)r cos (z, n)] ’ 
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Daraus folgt weiter 


(Pz)E = 01 008 (X, $); (Pa)n = 02 608 (X, 7); (Pr) 03 c035 (X,{), 


und man erhält demnach 
(7 PB): —— - + (03 — 0)) (o In cos |T, C) - (9,\, cos (y, C) N 09,)r cos (z, &)] 


(61 — 63) [(@.) cos (&%, 1) + (@,)k cos (y,1) + (0.): 008 (z,7)] 
und entsprechende Formeln für die beiden anderen Hauptachsenrichtungen von ®. Unter 
Beachtung von (4) und (23) ergeben sich daher die Schlußformeln: 





—n (07 

vV R): i - — 272: 0 — 273: Wyt 
()* . 

— GN 09 \ . 

(VP = ' 273 -WwEr — 27T, wr: ar er (25). 
(7 

u ; 003 

VS) = - 27) On — 279 0£ 


. r 
co) . 


- 


Diese Formeln gelten für den derivierten Vektor einer beliebigen (symmetrischen) 
Dyade, die von Punkt zu Punkt ihre Hauptachsenrichtungen mit den durch die Dyade 2 
gegebenen Winkelgeschwindigkeiten und ihre Hauptachsenlängen ändert. Dabei erscheinen 
die Komponenten des Vektors V ® in den Hauptachsenrichtungen von ® ausgedrückt 
durch die Aenderung der Hauptachsenlängen von ® und durch die Komponenten der 
Winkelgeschwindigkeitsdyade ‘2, bezogen auf die Hauptachsenrichtungen von %; jedoch 
treten die Glieder der Hauptdiagonale von #2 in diesen Formeln nicht auf. 

Aus (25) folgt, in Verbindung mit der Gleichgewichtsbedingung VYV = 0, 

(01 (09 003 


- = 2%: 0tn + 273 Ort; = 273:-0:r + 27Tı- WrE; _ =21'0n54+ 277° 06, (26). 
Oo) or ( 


Diese Formeln sollen im folgenden, unter Zugrundelegung der engeren Mohrschen 
(Guestschen) Plastizitätsbedingung 
Tmaxz = Konst. 

zur Untersuchung der Hauptschubspannungslinien in verschiedenen Fällen der plastischen 
Deformation verwendet werden. Und zwar werde ich mich zunächst darauf beschränken, 
die betrachteten Probleme nur unter Beachtung der drei Gleichgewichtsbedingungen und 
der Plastizitätsbedingung zu behandeln; in dem letzten Abschnitt werde ich dann die 
Frage untersuchen, inwieweit die betrachteten Spannungszustände tatsächlich mit den An- 
nahmen über die Natur der plastischen Deformation verträglich sind, die durch den 
Saint-Venantschen Ansatz der linearen Abhängigkeit von reduziertem Spannungstensor 
und Tensor der Deformationsgeschwindigkeiten bedingt werden. 


4a. Anwendung auf den ebenen Fall. Unter dem ebenen Problem der 
plastischen Deformation versteht man die Untersuchung eines Fließvorganges, bei welchem 
eine Hauptachse des Spannungstensors überall feste Richtung hat und bei dem in allen 
zu dieser Richtung normalen Ebenen dieselben Spannungszustände herrschen. Man kann 
sich in diesem Falle auf die Betrachtung einer einzigen Ebene beschränken. Wir nehmen 
also an, daß zwei Hauptachsen von %, zum Beispiel £ und 7, stets in dieser Ebene 
lieren, während die dritte Hauptachse, {, die Richtung der Normalen dieser Ebene hat. 
Wählt man nun ein festes Koordinatensystem so, daß die &- und die y-Achse ebenfalls 
in der betrachteten Ebene liegen, die z-Richtung mithin mit der [-Richtung zusammen- 
fällt, so kann sich das Hauptachsendreibein von % überhaupt nur um die z-Richtung 
drehen. Bezeichnet man mit U den Winkel irgendeiner in der &y-Ebene mitgedrehten 
Achse gegen die feste x-Richtung, so wird 

9 am; 


0: —= f: 0, = f: or —U, 
ec) e or 


wobei f, wie vorhin, den Einheitsvektor in der --Richtung bezeichnet. Die Dvade 2 hat 
also, auf die Hauptachsen von ® bezogen, das Schema 
av; 


- 
O& 


In 


\ 0, 0, 


2 m \ 0% ° ° ö j ° . ° (27): 


VD, 0 
| t on 
0, 0, 0 





Ba 








501 


Nc 
di. 


od 


ul 


cd Fe A Null 
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somit ergibt sich aus den Formeln (26) 
a) > od) 03 


O0 av; 009 R 
‘ m D ri .. IN 
— 217; : a: FRE 7 = B. 2 ur 

» 


OE on On O5 
Beschränkt man sich auf die Betrachtung von Fließvorgängen, bei welchen die in der 
Normalenrichtung wirkende Hauptspannung 0; der Größe nach die mittlere ist, so erhält 
die Guestsche Plastizitätsbedingung die Form 


03 — 0 
mx = = : 2 = konst. 

oder 61 = 069 + konst. 
d.h. grad 0, = grad 0;, 
und man erhält aus den Gl. (25) 

) ‚$ ) Wi; 

wi Er . u BE En . s r ° (29). 

Od: In! Or OE 


’ : d / 
Definiert man als erste Haupischubriehtung diejenige, welche 
durch Drehung um 45° im positiven Sinne aus der $-Rich- PR 
tung entsteht, so besagen die Gl. (29): Der Gradient von 
°o, ist gleich dem an der ersten Hauptschubrichtung ge- 
spiegelten Gradienten von %, multipliziert mit 27;, was der 
Einfachheit halber so geschrieben werden soll: 


grad 6, = 27 (grad u)* s . : . (30). 
Führt man weiter ein krummliniges «-5-Kurvennetz in der 
Weise ein, daß die Kurven % = konst. stets die erste Haupt- 


schubrichtung einhalten, die Kurven « = konst. stets die zur 
ersten rechtssinnig orthogonale zweite Hauptschubrichtung, 





gr ad 





[R A 777 z3) 





wi Abb. 3. 
so folgt aus (30) (vergl. Abb. 3): = 
O6 ae; a; av; i 
fin ZEERE 73a . Il _-9z7- a 
0a 0a IB OB 


wobei man unter 9 den Winkel der ersten Hauptschubrichtung gegen die feste «-Richtung 
verstehen kann. Differenziert man die erste der Gl. (31) nach f, die zweite nach «, so 
ergibt sich 2 | 

” ei 

da0B Ä 

Dies ist aber die Formel (16) der oben genannten Arbeit der Herren Schmidt und 
Carath&odory über Hencky-Prandtl-Kurven!); ist sie für ein ebenes Netz ortho- 
gonaler Kurven erfüllt, so sind dies Hencky-Prandtl-Kurven. Damit ist also die 
Uebereinstimmung mit den Henckyschen Ergebnissen für den ebenen Fall erwiesen. 


4b. Der Fall gleicher Spannungszustände in den Normalebenen einer 
beliebigen Raumkurve. Ich: will nun weiter den Fall betrachten, daß an Stelle der 
Parallelebenen eine beliebige Ebenenschar tritt. Es soll also eine der drei Hauptachsen 
von ® stets in die Tangentenrichtung einer gegebenen Raumkurve, nämlich der Ortho- 
gonaltrajektorie der Ebenen, weisen und im übrigen die Spannungsdyade mit dem Begleit- 
dreikant dieser Raumkurve fest verbunden sein. Wieder kann man sich auf die Betrachtung 
einer einzigen Normalebene der gegebenen Raumkurve beschränken und annehmen, daß 
zwei Hauptachsen von P, zum Beispiel 5 und n, stets in dieser Ebene liegen, während die 
dritte Hauptachse, [, stets in die — entsprechend gewählte — Tangentenrichtung der 
taumkurve weist. Unter einer Parallelkurve der ursprünglichen Raumkurve will ich, wie 
üblich, eine Kurve verstehen, die alle Normalebenen der Ausgangskurve senkrecht durch- 
setzt). Ich bezeichne mit r den Örtsvektor eines beliebigen Punktes der ursprünglichen 
Kurve, mit £ı, &,,&; die Einheitsvektoren in den Achsrichtungen ihres begleitenden Drei- 
kants, mit s ihre Bogenlänge, gerechnet von einem festgewählten Anfangspunkt aus, mit 
I/e ihre Krümmung, mit 1/7 ihre Windung in einem beliebigen Punkt. Die entsprechenden 
Elemente der Parallelkurven mögen durch Ueberstreichen gekennzeichnet werden. Um zu 
einer Nachbarkurve der gewünschten Art zu gelangen, machen wir den Ansatz: 


T=rt+als) 9+b(s):$, 


I) Diese Zeitschr. Bd. 3 (1923), S. 469. 
?) Vergl. hierzu und zu den folgenden rein differentialgeometrischen Ueberlegungen Scheffers, 
Theorie der Kurven, Abschnitt III, 6, 
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wobei a und 5b beliebige reelle, mindestens einmal differenzierbare Funktionen bezeichnen 
mögen. Damit es sich um eine Parallelkurve handle, ist zu verlangen, daß die Vektoren 
dAXY nr d T 


—= 5, und 
d 8 d 8 


parallel sind. Nach den Frenetschen Formeln wird 


dar a Do da 5\ t db a 
=(1- Ja +(2 - )&+( + ) 
de 0 des T ds T 


Demnach ist die benachbarte Kurve eine Parallelkurve, wenn die folgenden Differential- 
gleichungen erfüllt sind: 


Bu. 


SIrt 


da b db a 
— == (0, + —(, 


ds T ds T 


Die Integration gelingt mit Hilfe der Substitution 


Ss 


= [ d8 
u. 3 


“ 


Ö 
denn dann erhalten diese Differentialgleichungen die Form: 
d ab 
u == b r — gu — (dd, 
dt dt 


Die neuen Gleichungen werden durch den Ansatz befriedigt 
a— — mcost—+ nsint, b=msint+ ncost, 


wobei m und n beliebige Konstanten bedeuten. Demnach ergibt sich für die zweifach 
unendliche Schar der Parallelkurven einer beliebigen Raumkurve die Darstellung 


S 


de 


T 


t=r+(—mecost+nsint) & + (msint—+n cost) $;, t=| (33). 
Ö 
Aus (33) liest man für die Länge des Vektors tr — x leicht die Beziehung ab: 
rt—t=m’—+ n?= konst,., 
das heißt: entsprechende Punkte der Ausgangskurve und einer Parallelkurve haben kon- 
stanten Abstand voneinander. 


Aus 
Ar - ds\? a \°? 
ds (\ > Ss ds 1 . 


ds a — mcost+nsint 


ds 0 0 
so bedeutet dies, da sich für m—=0, n= 0 die ursprüngliche Kurve ergibt, daß wir auf 
allen Parallelkurven wachsende Bogenlängen entsprechend der Orientierung der Ausgangs- 
kurve zählen. Dann ergibt sich aber weiter: 


Setzt man nun 


’ 


ar di ds x 
_ - u 
d8 ds ds 
das heißt: 
ea 
ne id 
Ferner 
ds, 
dz d:ı ds ds & 
u = oder NEE... 
ds ds ds a o 0 a 
oO 
das heißt: 
= (wa): 


Trifft man die Festsetzung, daß eine reelle Raumkurve stets positive Krümmung haben 
soll!), so muß man setzen: 


o—=:(P—a) a eh eg (34) 


mit e—- +1 für 0o>a, e=m — 1 für oe<a oder mtb. 


') vergl. z. B. Scheffers, Theorie der Kurven, Abschnitt III 6., Formel (20) u. folg. Zeilen. 
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In entsprechenden Punkten haben daher die Achsen des begleitenden Dreikants einer 
beliebigen Parallelkurve dieselben Richtungen wie diejenigen der Ausgangskurve, abgesehen 
von der Orientierung der Haupt- und Binormalen'). In einer jeden Normalebene der 
Ausgangskurve gibt es also eine feste Haupt- und Binormalenrichtung für alle Parallel- 
kurven; unter einander entsprechenden Punkten der Normalebenen der erzeugenden Raum- 
kurve will ich natürlich Punkte verstehen, die auf derselben Parallelkurve liegen. 

Wir kommen nun zur Aufstellung der Dyade 2. Nach den zu Beginn dieses 
Abschnittes gemachten Annahmen hat man davon auszugehen, daß die Hauptachsen von ®P 
mit dem begleitenden Dreibein der betreffenden Parallelkurve starr verbunden sind, so 
daß die Drehvektoren des Hauptachsenkreuzes bei Fortschreiten in der Tangentenrichtung 
dieselben sind wie die des begleitenden Dreikants. Die Komponenten des Drehvektors 
des begleitenden Dreibeins einer beliebigen Raumkurve, bezogen auf den Zuwachs der 
Bogenlänge, sind aber: die Windung in der Tangentenrichtung und die Krümmung in der 
Binormalenrichtung, während eine Komponente in der Hauptnormalenrichtung nicht vor- 
handen ist?). Beschränkt man sich daher wieder auf die Betrachtung einer bestimmten 
Normalebene und wählt man ein festes kartesisches x, y, zKoordinatensystem so, daß die 
x-Richtung übereinstimmt mit der Hauptnormalenrichtung, die y-Richtung mit der Binor- 
malenrichtung und die z-Richtung mit der Tangentenrichtung der Parallelkurven für diese 
Ebene, so erhält man für $2, bezogen auf diese festen Achsen, das Schema 


av; 
“ 0, 

er 
EV; 

)—_ 0, 0, £ 
Oy 

1 l 
u 

T 


wobei $ den Winkel der ersten Hauptschubrichtung gegen die feste x-Richtung bezeichnet. 
Bezieht man das Schema von 2 auf die Hauptachsen £, 7, { von ®, so erhält man 


9, 
| 0, 0, | 


SE u 0 0. 


un 7 | 7 1 
sin (9 Po cos (9 ) i \ 
N 4 4 


MM) 3 Oo 
D % 


Aus den Gleichungen (26) folgt daher: 


fa) 0] | i TT ra) 3 
= 2 Te cost + ? 13 r 
, 4 


OÖ: 


IV 


d 
} j (35). 
0 0% 94 Br . n 003 ai 

=2Tz° + 27T, —sin (9 — 7 = (0 


on Ei - 0 1 OGC 





Wieder sei angenommen, daß 7; die größte Hauptschubspannung ist; bei dem hier behan- 
delten Problem kommt man jedoch mit der Guestschen Plastizitätsbedingung 


T max .— Tz 7 konst. 


allein zu keinem brauchbaren Ergebnis, da dann in den Endgleichungen Ableitungen 

von 7, und z; nach den Koordinaten auftreten. Ich beschränke mich daher auf die Be- 

trachtung von Fällen, in denen man alle drei Hauptschubspannungen als konstant annehmen 

kann, eine Annahme, die jedenfalls mit der Guestschen und mit der engeren v. Mises- 

schen Plastizitätsbedingung (71?—+ 73?+ 73? — konst.) vereinbar ist. In diesem Falle wird 
0) +p ER 0 + 02 + 03 Mau 2], (7; I 7;) 2 konst. 


2 
«) 


09 +p = ?l; (73 — rı) = Konst. 
%+rp= 2/2 (zı — T,) — konst. 
oder 
gradp = — grad o6,, v=1,2,3. 


') Scheffers, a. Gl. O., Abschnitt III 6., Satz 25. 
3) vergl. z. B. Blaschke, Differentialgeometrie, Bd. I 8. 
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Demnach erhalten die Gleichungen (35) die Form 


m» 1 [ 7T oO Fr 
: =—2n: cos (9 — 20% 
oe D i } cd) r 
od p () y 1 L 1 OD p 
== 2 4! 2 Tı » sin (9 - ), —=( 
Ir Oe i OE 
‘ 0 
oder, in eine Vektorgleichung zusammengefaßt: 
1 7I R Tt ‚ BEN 
gradp= — 275: (grad 9)* — 27: cos (9 ..- ) En 7 sin (9 - ) -1 (86), 
oO Oo 
S N 


wobei das Zeichen »"« wiederum Spiegelung an der ersten Hauptschubrichtung bedeuten 
soll, ! und j' Einheitsvektoren in der &- und n-Richtung. Ich untersuche nun, wie im 
ebenen Fall, das Hauptschubspannungsliniennetz («= konst., $ = konst.) in der betrach- 
teten Ebene, und zwar suche ich eine Differentialgleichung für den Richtungswinkel % 
der Kurven # = konst. gegen die feste X-Richtung aufzustellen. Da die Hauptschub- 


spannungslinien ein ebenes Netz orthogonaler Kurven bilden, so kann man das Bogen- 
element in der Form ansetzen 


ds’—=d £* = 4 d« — l# d pP — 4A? da’ + B? d pP’ 
mit 


ds ds 
A | = >06: B= | = >> 6, 


da d [v] 
und demnach ist, da t„. Tangente an die Kurven # =konst. ist, 13 Tangente an die Kur- 
ven &@ — konst. 
cd ® 0x 


—Acost, —- ie 
da 09 


I 
it 


In unserem besonderen Falle ist nach (34) 


e=:e —a)=.le — Tr, 
wobei o eine Konstante bezeichnet. Demnach erhalten die Gleichungen (37) die Form 


00 ı)ı oo x 
x % 


= —E — —eAcost, eh —+eBsind® . . . (838). 
a oa IB IB 
Aus (36) folgt unter Beachtung der Formeln 
7 \ 1 r i 7I 1 a 
cos (9 -— = (cos ) + sind); sin (9 — == (sin 9 — cos #). 
| ) ( 9 { 
j} l 4 . 4 . 
— — 27; — 74° (6080 + sind) — 7, - - (sin® — cos d) 
da da 2 o 
!» eV, B ' DB ,, ‘ 
’=+9n- Hr3 °-(cos# +sind) — rı -—- (sind — cos V) 
IB IB O0 o 


oder, unter Beachtung der Relation (5) 


tn +, —0 


cd w; | A 
p co d R 
= —927- +3. —- sind + (n — un): —co8 9 
ea ı)a D D r ü 
} (39). 
Op Or B | Tr 
E = + 27T; 5 cos u — 5 — 7a) ® sin Ü 
08 () ß O VO 


Ich differenziere die erste dieser Gleichungen nach f, die zweite nach «, und erhalte 


8 p Les A 0 F ( . 
= — 27: +. [73 cos$ + (7, z,) sin ®] 
Va0ßB V!aodPB a IB 
s AV0o 104 
+ [73 sind + (n — T,) cos 0 a 1 die ) 
208 09 
O0 l oO l 
0" p 04 BO 
‚-=+27- +. [7; sin® + (73 — rı) cos 9] 
VaOB da0B no 9a 5 


u. Zu B do 1 oB 
— [73 cos 0 + (7ı 7,) sin 9(— En 4 FR. ). 


„9? 9a o a 


N % 
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Nun gelten für ein ebenes orthogonales Kurvennetz die Beziehungen '): 


OA 0%, OB 0% 
= —B I : = ° = . . . . . . . (40). 
IB da Ida 08 
Demnach folgt weiter: 
ar 0294 A 0% . 
? = — nn: — + .— [73089 + (7 — rı) sin 9] 
Vaodß Va0ß a» 08 
su. > 
+ [73 sin ® + (7ı — 73) cos 1 (— Bez ) 
0°? 0 OQa 
02» 2» B 0% . 
Zi 35: — + =. [3 sind + (73 — 7ı) cos 9] 
a0 ß 09a0ß o Da 


u AB Aa 0% 
— [73 0089 + (rn — 2) sin 9] ( od + —.. ) 
0 


1 
3 o OP 
x 


x 


oder, indem man die erste dieser Gleichungen von der zweiten subtrahiert 


02,9 BO i A 9% eAB 
— at». 2? Tod — . 


a0 ß 0 Im 2 Of p2 


N % 


4 T; 73. :cos20—(. 


Beachtet man noch die Beziehung 
e=E:e_| —%), 


so ergibt sich schließlich nach Division durch 4 7;: 
02 9 B 04 A I, AB 


€ sind: — cos 4. -6c829—=0 (41) 
da0ß 2(0— x) da 20—®) OB 4(0 — x)‘ 
mit e=—+1 für 0o>r, =—1ı1 Mr 0<2. 
Wählt man als erzeugende Kurve der Parallelkurvenschar eine Gerade, d. h. ist 
1 1 
-_— = 0, 
p 0 
so hat man das ebene Problem, und die Gl. (41) vereinfacht sich zu 
024 | 
ss, N. 
Vdao ß 


Diese Gleichung, die wir bereits direkt für das ebene Problem abgeleitet haben, 
ist, wie man leicht sieht, stets erfüllt, wenn das Netz der Hauptschubspannungslinien ge- 
bildet wird von einer ebenen Schar von Parallelkurven und deren Normalen, wobei die 
erstere Schar im besonderen ebenfalls gradlinig sein kann. Es liegt nahe zu fragen, was 
von dieser Aussage bei dem hier behandelten Problem gleicher Spannungszustände in den 
Normalebenen einer beliebigen Raumkurve erhalten bleibt. Sollen zunächst beide Scharen 
gradlinig sein, so muß sein: 

0% 9% 02 4 
"u Y Tas dad 
mithin vereinfacht sich die Gl. (41) zu 
co 29 — 0 oder = ini, 


0, ®, A=1l, Bz=1; 


Ia 


d. h.: Ein gradliniger Verlauf beider Scharen von Hauptschubspannungslinien ist nur 
möglich für eine Neigung von + 45° gegen die Hauptnormalenrichtung der erzeugenden 
Raumkurve. 

Um den Fall der Parallelkurven mit ihren Normalen untersuchen zu können, be- 
zeichne ich mit AR. bzw. As die Krümmungsradien der Kurven « = konst. bzw. P = konst. 
Dabei sollen die Krümmungsradien positiv gerechnet werden, wenn der Krümmungsmittel- 
punkt in die Richtung wachsender « bzw. 5 fällt. Dann ist 


1 PR 1 98 l 1 av; ° (42) 


RB A Da’ Ra B oB 


') Relationen {S) und (9) der mehrfach erwähnten Arbeit der Herren Schmidt und Uarathco- 


dory über Hencky-Prandtl-Kurven. 
2) Relationen (10) und (11) der mehrfach zenannten Arbeit der Herren Sehmidt und Cara- 


heodorv. 
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Demnach gelten in dem Fall, daß die eine Schar von Hauptschubspannungslinien gebildet 
wird von Parallelkurven, die andere von deren Normalen, unter den aus Abb. 4 ersicht- 
lichen Annahmen, die Beziehungen: 


eV; 0% O2 > 











Y =), =] = ( 4=1 
AS da OB i Va0B . 
und, wegen (42), 
B= — R.. 
Mithin erhält die Gl. (41) die vereinfachte Form: 
R 
cos u — —- 0839-0 
2 (2 — 0) 
A nn. oder: 
, COS 2 > . 
Zn 2 - pp) = wu 4 ee 43). 
(RA777 4] 0) cos I F 143) 
a Betrachtet man eine einzelne Kurve « = konst. — ihre 
Bm Gleichung sei y=y(X) —, so ist: 
p f d ( :otz Fr , 
cotlg V—- y—=- B, cos u — —e = 4 
dz yı + cote? I ) l + y'* 
(1 + y’3)”/a I ’ 
IR; . ‚ 0829 —=2c0s’d — 1. 
Y 
Folglich erhält die Gl. (43) die Form 
| (1 + y'9? / 2y” m Vt—1 
2) = m | — Faaaaa ı) oder y- a : 
.y”’ \1+y? — 2 (2 — 0) y’ 
Setzt man y=u, 
so ergibt sich für « die gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung: 
. “—1 
u = 


— 2 —o)u 
N 


Wie man durch Difierenzieren leicht bestätigt, lautet die Lösung dieser Differentialgleichung 
e ist natürlich eine Konstante — 


(2 — 0)? + c]!/, 
U = = R 
(x 0)° = 6 


so daß sich für die gesuchte Funktion y die Darstellung ergibt: 


vl Ver iar a ie 


(@ — 09 — c 


Sollen also im Falle gleicher Spannungszustände in den Normalebenen einer beliebigen 
Raumkurve, unter der Voraussetzung, daß alle z, konstant sind, die Hauptschubspannungs- 
linien gebildet werden von einer Schar von Parallelkurven und deren gemeinsamen Nor- 
malen, so müssen die Kurven von der Form (44) sein, d.h. es kommen überhaupt nur 
gewisse elliptische Kurven in Frage, mit Ausnahme eines Spezialfalles. Setzt man nämlich 


e—=0 oder ©, so wird = + x + konst., 


d.h. man erhält den bereits erwähnten Fali der parallelen Graden unter + 45° Neigung. 

Es läßt sich leicht zeigen, daß der axialsymmetrische Fall der plastischen Defor- 
mation ein Spezialfall des hier behandelten Problems ist. Denn betrachtet man im beson- 
deren den Fall gleicher Spannungszustände in den Normalebenen eines Kreises, so hat 
man das axialsymmetrische Problem, da alle diese Ebenen eine Grade, eben die Sym- 
metrieachse, gemeinsam haben. Die in diesem Abschnitt abgeleiteten Ergebnisse gelten 
also im besonderen auch für das axialsymmetrische Problem. DBezeichnet man den 
Abstand irgendeines Punktes von der Symmetrieachse mit r, so ergibt sich für die Dyade 
“!, bezogen auf ein festes rechtshändiges Radial-, Axial-, Tangentialsystem (x, y, 2) 


0% 
0, 0, 
Oz 
94 
ee 0 
wo ’ b) ’ y 
Oy 
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wobei ® den Winkel der ersten Hauptschubrichtung gegen die feste x-Achse bezeichnet, 
und, bezogen auf die Hauptachsen &,7,{ von ®, 


9% 
\ er n. EE 
ich 
2— 0, 0, Bu (45); 
on 


l . / 
Ps sin (9 — "), — -cos(d — —), 0 \ 
4 r 4 


r 


für die Aenderung des mittleren Druckes im axialsymmetrischen Fall erhält man daher 
die Gleichungen (39) in der Form: 


12) 9% 275 A 

R- pP Zu 2 73 s 5 ns Ta ” sın $ , (7, BEE: 7, ) COS NV) 

oa da r r (46) 
[ej ) ® 

6) 0% B B_. 

— Eu 2% — +7: 089+(n — T,) - sin d 

oß OÖ PB “ ,r r 


Da Hr. Hencky bei der Behandlung des axialsymmetrischen Problems ') eine spezielle 
Annahme über die Größe der drei Hauptspannungen macht, welche die Konstanz aller drei 
Hauptschubspannungen zur Voraussetzung hat, so müssen die hier abgeleiteten Ergebnisse 
für diesen Spezialfall mit den Henckyschen übereinstimmen. 

Ich bezeichne die von Hrn. Hencky p genannte Größe mit p’; dann sind in dem 
von ihm betrachteten Spezialfall die Hauptspannungen: 

1=p-+K; 9a=p—K; g=p+K, 

es ist also: 


0% + © 
pen 2 ’ 


d.h. gleich dem arithmetischen Mittel der größten und kleinsten Hauptspannung. Weiter ist 


06) +0 +03 2, ?+K 
3 2. Den 
oder p=—p + konst., d.h. gradp = — grad p.. 
Die Hauptschubspannungen ergeben sich zu 
uU=+K; 9=0; 3 —=—K. 
Zu den Henckyschen Bezeichnungen kann man durch die Beziehungen übergehen 
) Ir } 1 1 09% ı /1 I; 9/1 
"—4Acos$, — — Bsind, A=-, B=-, = -—h:.(-), — hı:- ( )- 
da 9B hı hr’ da OBN\h OR Va \hg 


Dann erhalten die Gleichungen (46) die Form 


Op' 0 Il Rh Ör 11 9r 
# —2K | )+ each. nem, 
Ia Oß\n 2 r hıh 098 2 r 0a 
Op 6 1 1 1 hj ar 1 1 Or 
== —=2K hı =; ( )-+ u. ? ’ 2 x ” . 
Oß 0a \A3, 2 rbb 9a 2 r 08 


Dies sind aber die Henckyschen Gleichungen (10)?), und damit ist also die Ueberein- 
stimmung mit den Henckyschen Ergebnissen erwiesen. 


4c. Der Fall gleichartiger Spannungsverteilungen in beliebigen Parallel- 
flächen. Das ebene Problem der plastischen Deformation kann noch in einer anderen 
Richtung verallgemeinert werden. Ich will nämlich jetzt den Fall betrachten, daß eine 
Hauptachse des Spannungstensors stets in die Richtung der gemeinsamen Flächennormalen 
einer Schar beliebiger Parallelflächen weist und daß in diesen Parallelflächen gleichartige 
Spannungsverteilungen vorhanden sind, gleichartig insofern, als in Punkten derselben 
Flächennormalen die Hauptachsenrichtungen von ® dieselben sein sollen. Unter einer 
Parallelfläche zu einer beliebigen Fläche verstehe ich dabei, wie üblich, eine Fläche, die 
man erhält, indem man auf allen Normalen der ursprünglichen Fläche dasselbe Stück, 


etwa a, abträgt. Dann erhält man das Gaußsche Krümmungsmaß K und die mittlere 


I) Diese Zeitschrift, Bd. 3 (1923), S. 246 bis 251. 
2) Hencky, a. gl. O., S. 247. 


3*® 
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Krümmung H dieser Parallelfläche aus den entsprechenden Krümmungen K und H der 
ursprünglichen Fläche durch die Formeln 
u K Mi = H—aKk 
Re - 30H E 47), u Pe er wu #76 (ee) 
und die Flächennormalenrichtung ist für beide Flächen dieselbe '). 

Wieder wird man sich auf die Betrachtung ener Fläche beschränken können. Ich 
nehme an, genau entsprechend dem ebenen Fall, daß die Hauptachsen & und 7 des Span- 
nungstensors P stets in der Tangentenebene der betrachteten Fläche liegen, während die 
dritte Hauptachse, [, stets die Richtung der gemeinsamen Flächennormalen sämtlicher 
Parallelflächen hat. Die Bestimmung der Dyade der Winkelgeschwindigkeiten gelingt hier 
durch folgende allgemeinere Ueberlegung. 

Das Linienelement einer beliebigen Fläche sei, bezogen auf orthogonale Parameter- 


linien & = konst., # = konst., in der Form gegeben: 
ds’—= A’da?’+B?dP?, im in, ne 
da aß 


5 


Mit den Parameterlinien denke ich mir ein rechtshändiges rechtwinkliges 5, n7, {-Dreikant 
derart verknüpft, daß der Ursprungspunkt stets auf der Fläche liegt und daß die Achsen 
S und 7 stets Tangenten an die Kurven P = konst. und & = konst. in Richtung wachsender 
Parameter sind, während die dritte Achse, [, ständig in die Richtung der Flächennormalen 
weist. Bewegt sich der Ursprung dieses Achsendreikants, in Abhängigkeit von einem 
beliebigen Parameter, etwa der Zeit /, über die Fläche, so ändern sich die Richtungen der 
Achsen; die Komponenten des Drehvektors des Achsensystems, bezogen auf die beweg- 
lichen Achsen, lassen sich in der Form ausdrücken’): 

da d da 7 ‚et d 

Pıaı m 5 tra 12 er re 
wo die Größen pı, p2} 91, Q25 rı, ra Funktionen von « und $ sind. Die Hauptkrümmungs- 
radien AR, und /, der Fläche erhält man aus diesen Größen durch die Gleichung 


Rp —-pqn)— R(Amp —- Bqy)+A4AB=0... . . (50), 
und es ist ferner 
1 0A 1 OB 
n=-—, n=—.—. 
BOB AO«a 
Die übrigen vier Größen — ?ı, P2; Qı, 9 — Sind untereinander und mit rı, r» durch ge- 
wisse Diiferentialgleichungen verknüpft, die von Codazzi aufgestellt worden sind; die 
Größen Pı ... g» lassen sich jedoch sofort angeben, wenn man als Parameterlinien 


(« — konst. und v = konst.) im besonderen die Krümmungslinien der Fläche wählt. Dann 
erhält das Linienelement der Fläche die Form 


ds=-WdwW+V?dv, Vals), Valtso 
du dv 
und es ist pı=0, =D .:..:. 2... 800.0: ÄB) 
l OU 10V 
hi voOv' en Udu We) 
Demnach sind die Wurzeln der Gl. (50) in diesem Falle 
1 qı 1 p2 
——B, Re a 2 
Rı U Ro 1% 1B8 


Das Schema der Dyade S2, bezogen auf ein Hauptachsensystem von ®P, dessen beide 
ersten Achsen, X und y, stets die Richtung der Krümmungslinien innehalten, während die 
z-Achse in die Richtung der Flächennormalen weist, will ich vorübergehend so schreiben: 


\ 9 | Da By Ba 


“2 ze ( w, ( Mi [) Zr . . . . . . . (54). 


I) vergl. z.B. Blaschke, Differentialgeometrie, Bd. I, $S 51, Nr. 7. 
?) Die Beweise für die in dieser allgemeineren Ueberlegunz benutzten Tatsachen können nach- 
gelesen werden in: Love-Timpe, Lehrbuch der Elastizität, $$ 322/23, und Anmerkungen, Bem. C. 





Band 8. Heft 1 


Februar 1928 Jenne, Räumliche Spannungsverteilungen in festen Körpern 37 


Beachtet man dann die Formeln (51), (52), (53) sowie die leicht einzusehenden Beziehungen 


Ou_ 1 Ov u vr 1 
—— a ——(, —h, —— j 
6 Fr; U Iz Oy Oy V 
so ergibt sich aus (49): 
00 du 0 PN Ou 1 ” du 1 OU 
y == zu = (dı = — u 7 ze — 
x Pız, ’ zy 1 pr Rı ) x2 15, Urde 
Ov 1 dv 0 Ov ı dv 0 
o, u % aus @ Tr 2 c -— o, z _— 3 ( = 0, pn . 
yx ir u’ YY q dy ’ Y Oy vvdu ’ 


Setzt man das Linienelement einer beliebigen Fläche in der Form an 
ds®=4A’da’+B?’aP, 
so wird die geodätische Krümmung einer Kurve f = konst. durch den Ausdruck 


1 104 
DK EB ä ) 
dargestellt'). Für die geodätischen Krümmungen der Krümmungslinien setze ich demgemäß 
1 1 OU 1 19V (55) 
"=— = a 
Ov UVov Ou UVYOu 
und es ist also 1 1 
1 } 0,2 = 
Ov Ou 


Bewegt sich der Ursprung des betrachteten Achsensystems in einer beliebigen Richtung » 
über die Fläche, so erhält man den Drehvektor ®, aus der Transformationsformel (3) 


©, — @,cos (X,») + @, cos (y,v) + w, cos (2, ®v). 
Will man aber jetzt die Winkelgeschwindigkeiten des Hauptachsensystems von ® angeben, 


so kommt noch die Aenderung der Winkel der Hauptachsen & und 7 gegen die Krümmungs- 
linien hinzu. Bezeichnet man den Winkel der &-Achse gegen die Richtung wachsender 


u mit 9, so ergibt sich — beispielsweise für 0: —, wenn f den Einheitsvektor in der 
z-Richtung bezeichnet 
u -- — Op | 
©: = 0,008 (8,2) +0, cos (&, y) + @. cos (5,2) +; f >... iM 
( L 


Ich will die Rechnung für ®:,„ durchführen 
Wr — (©,;)n 608 (£,%) + (@,)n cos (£, y) + (W.), cos (£, 2) — ®,. cos (7, %) cos (£, &) 

+ ®z, c08 (7, Y) 08 (X, 5) + ®yz 608 (N, %) cos (S,y) + ®,, 608 (N, y) cos (8, y), 

ER (= PL 2) | 
Rı Ra 

Bezeichnet man also den Krümmungshalbmesser des Normalschnitts durch die Flächen- 
tangente in Richtung der $-Achse mit R:, so erhält man für w:, nach der bekannten 
Eulerschen Formel, die die Krümmungen eines beliebigen Normalschnittes durch die 
Hauptkrümmungen auszudrücken gestattet ?): 


d.h. 


1 

R; 

Man erhält schließlich für die Dyade “2, bezogen auf die Hauptachsen £, 7, { des Span- 
nungstensors, das Schema: 


En — | |. 





; 1 1 1 c0O8 p sin p Ip 
sinpcospy\- — ——), _—, de +. 
2 R| R- Ov Ou OS 
2— 1 j i 1 — sing co8 Op 58 
je sin y cos y ( — ), Zeinp , copy (58). 
R, Rı Ra Dv Ou on 
0, 0, 0 





Liouville?°) hat für die geodätische Krümmung einer beliebigen Flächenkurve folgenden 


. 1 1 . .. * .. ”. 
Ausdruck angegeben: Es seien ‚ — die geodätischen Krümmungen eines Systems von 
Ov Ou 


I) Vergl. z. B. Blaschke, Differentialgeometrie, Bd. I, $ 69. 

?) Vergl. z. B. Blaschke, Diff.-Geom, Bd. I, $ 35, Gl. (26). 

%) Monge, Application de l’Analyse a la Geometrie 1850, S. 575. — Vergl. auch Blaschke, 
Diff,-Geom. I, $ 74, Lehrs. 6. 
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orthogonalen Parameterlinien. Dann gilt für die geodätische Krümmung einer Flächen- 


kurve, die die Linien v» = konst. unter dem Winkel % durchsetzt, 
h si dc 
DE ,,) rer 


0 Di Ou d 8 
Bezeichnet man also die geodätische Krümmung einer Flächenkurve, die stets die Richtung 


der Hauptachse & bzw. n von ® einhält, mit I bzw. ‚so erhält das Schema (58) die 








NE 7 
vereinfachte Form: 
sing cosy ( e 
m m)! R- ’ 0: 
= 1 i 1 1\ 1 60 
sin y cos p ( _ ); (60). 
R, Rı Roy 0, 
| 0, ®; 0 
Mithin ergibt sich aus den Gleichungen (26): 
er; 1 09 | er; | | 
: == 2 Ta j =)? ea ° , > = )T,- => 3 99° ; . (61). 
0% 0, on 0: 0% R, R; 


Ich betrachte nun das Netz der Hauptschubspannungslinien « = konst. und = konst. auf 


der Fläche und bezeichne mit - die geodätische Krümmung der Kurven $ = konst., mit 


98 
diejenige der Kurven @ = konst. Gilt dann die Gleichung 


zn = = - ee a ren A 


d. h. ist entweder 7; die größte Hauptschubspannung, so daß die Gl. (62) durch die 
Guestsche Plastizitätsbedingung geliefert wird, oder aber, ist diese Gleichung infolge 
Konstanz aller drei Hauptschubspannungen erfüllt, so ergibt sich leicht aus den beiden 
ersten Formeln (61) 

Oo A 00 B 7 

— 24. —, -=—27%- a 

Oa 03 OB 0, 


Für die geodätischen Krümmungen der Kurven $ — konst. und «@ — konst. ist zu setzen: 
1 104 1 1 OB 


a u Ge | ° 
07 ABOPB 0, AB da 
Demnach folgt aus (63): 
I6O 1 04 0 1ı OB 
m 2 T,* . . . = —27;:- - (65). 
da B IB IB aAoOd«a 


Formt man die Gleichungen (31) für das ebene Problem um mit Hilfe der für ebene 
orthogonale Kurvenscharen geltenden Beziehungen (40) 

0% 104 0% 1 OB 

da BOB’ OB A da’ 
so erhält man genau die Gleichungen (65) für den Fall beliebiger Parallelflächen. 

Um die differentialgeometrischen Eigenschaften der @-8-Kurven zu untersuchen, 

differenziere ich die erste der Gleichungen (65) nach f, die zweite nach « und sub- 
trahiere die erhaltenen Gleichungen voneinander; es ergibt sich 


@) 10A ce) > 
U = iy; 1553 zu I (- 5.) . ° . ° . j . . (66). 
Das Gaußsche Krümmungsmaß einer beliebigen Fläche kann man in der Form schreiben '): 
" | 1 0A N) 1 o)B 

A BK j Fir T, lage m (, 5) j ö ü 2 s (67). 
Addiert und subtrahiert man die Gleichungen (66) und (67), so erhält man 
2. N OB E : 2 —. cd) 1 OA FR e 

— 2; (- =.) — ABK. . (68); lg) ABE (69). 


) Blaschke, Diff.-Geom., Bd. I,2$ 63, Formel (98). 
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Nach (64) ist 184 0 4 10B__B 
BOB 05 ' Ada 0, 
Man kann also die Gl. (69) auch in der Form schreiben 
OÖ 5 ABK 1 OB B 9 ABK 
m oder: Be RE 1 7 9 
oa 2 0, In a da y) 


0% 
2 
hieraus durch Multiplikation mit : und Beachtung von (64) 


O0 
- u A 
da 2 
00 , 9o 
oder: or BER EL. re ;; ; und 2. ae . (71), 
da 2 IB 2 
wie man ähnlich aus (68) findet. 
Aus (47) K- K je 
1—2aH+a’k 
folgt, daß die Parallelflächen einer beliebigen abwickelbaren Fläche (X = 0) ebenfalls die 
konstante Krümmung Null haben. Für alle auf die Ebene abwickelbaren Flächen, die 
man bekanntlich auch Torsen nennt, mit Einschluß der Ebene selbst, werden daher die 


Gleichungen (70) und (71) 


90 d8 003 18 
oe BU 5: un (72), a. =VU 
da da OB dß 


Bis auf eine kleine Abweichung im Vorzeichen bei (72), die von einer verschiedenen 
Annahme des Vorzeichens der geodätischen Krümmung der Kurven «= konst. herrührt, 
sind dies aber genau die Gleichungen (14) und (15) der mehrfach genannten Arbeit der 
Herren Sehmidt und Carath&odory über Hencky-Prandtl-Kurven; nur ist an die 
Stelle der gewöhnlichen die geodätische Krümmung der «-ß-Kurven getreten, ent- 
sprechend dem Umstande, daß für Kurven in einer Ebene die geodätische Krümmung 
mit der gewöhnlichen identisch ist. 

Wir erhalten somit für Netze von Hauptschubspannungslinien auf Torsen folgen- 
den Satz: 

Auf allen abwickelbaren Flächen (X = 0) wird das Hauptschubspannungsliniennetz 
gebildet von zwei Scharen orthogonaler Kurven mit folgender. Eigenschaft: 

Der geodätische Krümmungsradius!) der Kurven der einen Schar in ihren Schnitt- 
punkten mit einer beliebigen Kurve der anderen nimmt bei Durchlaufung der letzteren 
um die Länge des durchlaufenen Bogens ab bzw. zu, je nachdem man auf Kurven 
« — konst. bzw. ß = konst. fortschreitet ?). 

Da sowohl Bogenlänge als geodätische Krümmung Biegungsinvarianten sind ex 
definitione, so folgt aus den Gleichungen (72) und (73), daß auf Flächen, die aufeinander 
verbiegbar, d. h. längentreu  abbildbar sind, die Hauptschubspannungslinien dieselben 
differentialgeometrischen Eigenschaften haben; denn zwei beliebige Flächen konstanter 
Krümmung sind bekanntlich dann im Kleinen aufeinander verbiegbar, wenn sie gleiches 
Gaußsches Krümmungsmaß haben’). 

Insbesondere kann man die Hauptschubspannungsliniennetze auf beliebigen abwickel- 
baren Flächen dadurch erhalten, daß man die Ebene mit den nach bekannten Methoden 
zu findenden Hencky-Prandti-Kurven auf die betreffende Torse aufwickelt. 

Wie schon erwähnt, sind in der Ebene alle beliebigen Parallelkurven nebst ihren 
gemeinsamen Normalen Hencky-Prandtl-Kurven. Da bei der Verbiegung die Geraden 
der Ebene in geodätische Linien auf der abwickelbaren Fläche übergehen, so folgt, daß 
auf Torsen die Hauptschubspannungslinien stets gebildet werden können von einer Schar 
geodätischer Linien nebst deren orthogonalen Trajektorien, speziell also auch von zwei 
Scharen zueinander orthogonaler geodätischer Linien. 


(73). 


I) Der geodätische Krimmungsradius sei definiert als der reziproke Wert der geodätischen 


Krümmung. 
?2) Dabei sind die geodätischen Krümmungen der Kurven 3=konst. und «= konst. definiert 
durch (64) 1 1 8A 1 1 OB 


— Z— . = 
7 | 
05 AB« ß 0, ABO a 


3) Vergl. z.B. Blaschke, Diff.-Geom., Bd. I, 5 60. 











. . i : Ztschr. f. angew. 
10 Jenne, Räumliche Spannungsverteilungen in festen Körpern Math. und Mech. 


Eine gewisse Bestätigung finden die hier abgeleiteten Ergebnisse in neueren Ver- 
suchen von Hrn. A. Nädai in Göttingen, über die dieser in verschiedenen Zeitschriften 
unter Beifügung zahlreicher Abbildungen berichtet hat!'). 

Betrachtet man nämlich den Fall gleichartiger Spannungszustände in parallelen 
Zylinderflächen, so folgt aus deren Abwickelbarkeit auf die Ebene nach dem vorstehend 
Gesagten, daß auf ihnen die Hauptschubspannungslinien stets gebildet werden können 
von zwei Scharen orthogonaler geodätischer Linien. Bei der Abwicklung der Ebene auf 
den Rotationszylinder gehen aber bekanntlich die Graden der Ebene, die ja die geodäti- 
schen Linien auf dem Zylinder liefern — abgesehen von den Sonderfällen der Mantel- 
linien und der Breitenkreise —, in gemeine Schraubenlinien auf dem Zylinder über. 
Hr. Nädai hat bei Druckversuchen mit Rotationszylindern aus verschiedenen Materialien 
Netze von Schraubenlinien als Fließfiguren beobachtet und im Bilde festgehalten‘), Nun 
können zwar, wie ich in 2. näher ausgeführt habe, die Hauptschubspannungslinien nicht 
zur Erklärung der Fließfiguren herangezogen werden, aber sie können doch dazu dienen, 
sich ein ungefähres Bild von dem Verlauf der Fließfiguren zu machen, besonders dann, 
wenn die Mohrsche Theorie das Auftreten orthogonaler Fließfiguren verlangt, d. h. 
hauptsächlich bei sogenannten wirklich plastischen Materialien. Jedoch geht aus den hier 
angestellten Ueberlegungen hervor, daß die Fließfiguren auch für spröde Stofie, bei be- 
trächtlich von 90 Grad verschiedenen Winkeln gegeneinander, von Schraubenlinien ge- 
bildet werden können. Denn wegen der Winkeltreue der Verbiegung schließt eine solche 
Schraubenlinie mit allen Mantellinien des Zylinders gleiche Winkel ein. Verkleinert man 
alle diese Winkel um denselben Betrag, so erhält man wieder eine Schraubenlinie. In 
der Tat hat Hr. Nädai bei Druckversuchen mit Rotationszylindern aus Cararischem 
Marmor bedeutend steilere Schraubenlinien als bei Paraffinzvlindern als Fließfiguren er- 
halten °), 

Kehren wir zu dem Fall beliebiger Parallelflächen zurück. Bezeichne ich vorüber- 
gehend den infinitesimalen Zuwachs der Bogenlänge auf Kurven $ = konst. mit d sp, 
auf Kurven « — konst. mit ds., so ergeben die Gleichungen (70) bzw. (71) nach Division 
durch A bzw. B, 


do . 
Na K 


0 
=1+—- 9 . . . (74), a - — (1 + < 03°) . . (75). 

485 2 ds, 2 
Demnach erhalten wir allgemein den Satz: 

Auf beliebigen Parallelflächen wird das Netz der Hauptschubspannungslinien ge- 
bildet von zwei Scharen zueinander orthogonaler Kurven mit folgender Eigenschaft: 

Der geodätische Krümmungsradius der Kurven der einen Schar in ihren Schnitt- 
punkten mit einer beliebigen Kurve der anderen nimmt bei Durchlaufung eines infinitesi- 
mal kleinen Stückes der letzteren ab bzw. zu um die infinitesimale Länge des durch- 
laufenen Bogens, multipliziert mit dem um 1 vermehrten Produkt aus der halben Gauß- 
schen Flächenkrümmung und dem Quadrate dieses geodätischen Krümmungsradius. 

Ich will noch eine Differentialgleichung aufzustellen suchen, die der Gleichung: 

03.4 


Va0ß 
beim ebenen Problem entspricht. Dazu führe ich eine Funktion & («, $) ein, entsprechend 
der Funktion 9 im ebenen Fall. Auf Grund der Gleichungen (65) kann man setzen 


=0— 


1 0A VE 1 OB ) © 
== i _ = — , (76) mit e= — +konst. . . (77). 
BOB Ida Ada OB 2713 
Dann erhält man aus (68), (69) die Differentialgleichung: 
I Ö%e K 1 0o . u 
ee at oder —— en + KM 
A BAaOß 2 ABOAaUf 


Aus (78) folgt sofort, daß für alle Flächen mit durchweg von Null verschiedenem Gauß- 
schen Krümmungsmaß unter der Voraussetzung 7; 4 0 keine der beiden Scharen von 


') Zeitschr. f. Physik, Bd. 30 (1924), Heft 2, S. 106 bis 138, Berichte der Fachausschüsse des 
Vereins deutscher Eisenhüttenleute, Werkstoffausschuß, Bericht Nr. 56, Zeitschr. f. techn. Physik, 5. Jahr- 
gang (1924), Nr. 9, S. 369 bis 378. 

%) Vergl. z. B. in dem zuletzt genannten Bericht von Hrn. A. Nädai die Abb. 33, 34, 36, 37, 
39 sowie besonders die Bemerkungen unter 8. 

3) A. Nädai, a. gl. O., Abb. 39. 
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Hauptschubspannungslinien nur geodätische Linien, d.h. Linien von der geodätischen 
Krümmung Null, enthalten kann. Denn aus 
1 I OB 


0a A B da 


folgt, weil A und B für nicht singuläre Flächenpunkte endlich sind, 
OB 
=( 
da 
und hieraus nach (76) 
de 028g 


Ay u, VdadB 


Dies steht aber für X & 0 im Widerspruch zu (78). Ist dagegen 7; = 0, so sind geo- 
dätische Hauptschubspannungslinien möglich. 
Es liegt nahe, die Differentialgleichung (75) vor allem für den Fall 
K = konst. + 0 
zu untersuchen; hierzu ist zu bemerken, daß nicht jede beliebige Fläche konstanter von 
Null verschiedener Krümmung die Eigenschaft besitzt, daß ihre Parallelflächen ebenfalls 
konstantes Gaußsches Krümmungsmaß haben. Vielmehr zeigen die Gleichungen (47), (48) 
zn K Hm K—aH 


1—2aH+ra?K’ i-taBR+ HE’ 


0. 


daß diese Forderung dann und nur dann erfüllt ist, wenn auch die mittlere Krümmung 7/ 
der Ausgangsfläche konstant ist, z. B. also bei konzentrischen Kugelflächen. 

Vielleicht findet sich eine Möglichkeit, solche räumlichen Hauptschubspannungs- 
linien ausgehend von der Gl. (78) durch Quadraturen zu bestimmen, ähnlich wie 
es die Herren Schmidt und Carath&odory in ihrer mehrfach erwähnten Arbeit über 
Hencky-Prandtl-Kurven für das ebene Problem durchgeführt haben. 


5. Die Kompatibilitätsbedingungen beim ebenen und axialsymmetrischen 
Problem der plastischen Deformation. Als ebenes Problem der plastischen Defor- 
mation hatten wir in 4a die Untersuchung eines Fließvorganges bezeichnet, bei dem 
eine Hauptachse des Spannungstensors überall in die feste z-Richtung weist und bei dem 
in allen zur 2-Richtung orthogonalen Ebenen dieselben Spannungsverteilungen vorhanden 


sind. Es besteben also die Beziehungen: 
2) 
nd, md, Kuh —m, 
O2 
Von den in 1 abgeleiteten sechs Kompatibilitätsbedingungen bleiben somit im ebenen Fall 
nur die folgenden vier übrig: 


c)2 ( 


+, aa + ml | 
’ | , (80). 


2 e)? ) 
a ;la (eo, + p)l+ ‚la (.+p)]l= 2, gr. \ 
0x Oy Oxz0Oy 


2 oO? 
lea +p)l= 0, 


Ox O20y 


Die drei ersten dieser Gleichungen können durch den von der Elastizitätstheorie her be- 
kannten Ansatz 


(0, = — p 
befriedigt werden. Es ist dann 
Or+ My 
Pe 9 

und die beiden Gleichgewichtsbedingungen 

)o 6) Tz OT: )g 

abe — ze (0), I _0 

Öx Oy Or Oy 


in Verbindung mit der Fließbedingung 


(*) + 7? —= K? = konst. 
reichen zur Bestimmung der drei Größen 9,, 6,, 7, aus. Setzt man die für 0, 6,, T, ge 
fundenen Werte in die letzte der Gleichungen (830) ein, so erhält man eine partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung als Bestimmungsgleichung für die Reaktionsgröße g. 
Das Problem ist somit völlig bestimmt; irgendeine Annahme über den Geschwindigkeits- 
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vektor vö der einzelnen Teilchen ist dabei nicht gemacht worden. Verlangt man aber 
daß die Bewegung nur in der &-y Ebene vor sich gehen soll (v, = 0), so ergibt sich 
nichts Neues. 

Um die Kompatibilitätsbedingungen beim axialsymmetrischen Problem unter- 
suchen zu können, führe ich Zylinderkoordinaten r, ®, y ein; als feste &-Richtung wähle 
ich die nach außen gehende Radialrichtung der Ebene d — 0, als feste y-Richtung die 
Axialrichtung nach oben, dazu rechtshändig als z-Richtung die zu der ersten senkrechte 
Radialrichtung. Dann gelten die Beziehungen: 


t=rcosV, y=y, = — rsindd, 
Hieraus folgt: 

Ir arv;, sin Ö @) 
—=c08V, — — 0 

I!x Ox x 

Ir 0%$ y 
=0, == () , =] 

Oy Oy Oy 

dr ern 0% cos d) Oo y 
—= — sin Ü . = — 6:3 === (). 

2 )xz r O2 


Auf die festen Achsen x, y,2 bezogen habe der Spannungstensor das Schema 
ii u. a 
Duib ie. ©, 33 
ni u, 


da die dritte Hauptachse des Spannungstensors stets tangential gerichtet sein soll, ergibt 
sich, bezogen auf ein beliebiges Radial-, Axial-, Tangentialsystem, für ® das Schema: 


vr, fo 0, 6 
Nach der Transformationsformel für Tensoren gilt 
Dz—=P,cos% +YP,sind. 
Daher 
0, = 0,008 VW cosV + o,8in d sin d — 6, C08?V + 0, sin?V. 


Aehnlich findet man 0,, 0,, 7,, 7,, 7, ausgedrückt durch o,, 6,, 0,, 7,; im ganzen ergibt sich 


6, = 06,C08?9 + 0,«sin?V, 7. = T,co0s% . u! (0, _- 6,) sin 2% 
Tr, —=Tcost”, 0,=6,, = — sind 
,—'h( — 0,)sin2d, ne —rsind, 0,=0,5in?d + 0,c05?%. 


Dann erbalten die besonderen Annahmen über die Spannungsverteilung beim axial- 
symmetrischen Problem die Form 


() 0, Io, 00 IT Fr 
En Bon m Bi u. di, 
3) ))» OO» V# 2$ 
Wie in 2a sei angenommen, daß alle drei Hauptschubspannungen 7ı, 7,, 7, konstant sind, 
d.h. 63 — 09 = konst., 61 — 03 = konst., 09 — 0, —= konst. 
oder auch 6 -+p=konst., 099—+ p=konst., 03 -+ p — konst. 


Ferner beschränke ich mich zunächst, da ja in allen Meridianebenen dieselben Spannungs- 
zustände herrschen sollen, auf die Betrachtung der Ebene 9 —= 0. 
Bezeichnet / eine beliebige Ortsfunktion, so gilt 


sr of @) sin # of of ä If eos’ 
= cos u — rs : zu -sind — - 

O2 Or OF Tr Öz Ir O0 r 
02 fr I /of ö 2 /Of\sin} of I of 
.— | ) cos # — ( ; = | 
22 ör\d2 )$ Ir r OeoO0y Oy or 
V?f m) Of > ’ ce) of cos I of [@) af 
in he fi | N; 
!r() 2 Or\o0)x a; O% rY OyVOz Oy )2 
02 f 3 (Of ä q @) of cos # 

u 7 maU > . 

Og Ir\0z o3\02 r 
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In der Ebene 9 = 0 gilt demnach: 


af 9fr RnB Of of 
x Br’ Oy Oy’ Oz rö# 
mr er Mr Hr Ar 1dr 1 0r 
- Fi rn sy=; 4 —— zu + r ei 
Ox“ Or oy? Oy® Oo 2° rör r: 0,4% 
8? f oO? fr 04 f ie O2 f 1 0%r ı of 
0209y Bröy’ 9yd: ro0#0dy’ rd: roOr0% 2 9%$' 


Demnach bleiben von den sechs Kompatibilitätsbedingungen (18) für die Ebene 9 = 0 
— und damit natürlich für jede beliebige Meridianebene — nur die folgenden vier übrig: 





1 0 02 2 dqrı) 
-(g(y+p)l+(&+P ,,=_ 
r or Oy” Tr Oy 
1 | / 02 q Z ce) 
— [9 (6, + p)] + (Hk +p) = (6, — 0.)q] 
r or Ir r Or 
la, + m]+24[0(, +] = 24" er. 
Im - 2 ‘ ) = 2 -— 
Oy? u, Or? 1, Pl 9rOy 
02 1 9 
(.+P); n a (r — a] 
orOy r oOy 
Die Gleichgewichtsbedingungen lauten: 
Gr IT Or — 0: OT O0, Tr 
=0, > + == (0). 
or UOy r Or Iy r 


Die letzte Gleichung läßt unmittelbar erkennen, daß für 5 = 0%, d.h. wenn alle Rich- 
tungen in der Meridianebene gleichberechtigt sind, die Hauptspannung 03 — 0, und da- 
mit wegen 0,—+ p = konst. (=1, 2, 3) 
alle Spannungen längs der Symmetrieachse konstant bleiben, so daß man es eigentlich 
mit einer speziellen ebenen Spannungsverteilung zu tun hat; Hr. Hencky erwähnt dies 
kurz in seiner mehrfach genannten Arbeit über das axialsymmetrische Problem '). 

Es läßt sich jedoch zeigen, daß aus den Kompatibilitätsbedingungen in diesem 
Falle mehr folgt. Beachtet man, daß für 5, =0,, d.h. „— 0, wegen 


29 + =—3p 
die Relation besteht 2 (9 —5)=—3(p+ 95;), 
so vereinfachen sich die Verträglichkeitsbedingungen (81) zu 
o er 0? o+ ). 9 )gq\ 
Bed AM +(, +p) 10, Pl + (+ p) ( +3 .-7)—0 | 
r Ir Oy r Ir )yr- )r (82) 
(6 YEe u. 0 (6 +p) ( nn 8 \ | 
atp amt aa) e = F PET 2 len 


Die letzte dieser Gleichungen läßt sich durch den Ansatz 
og 
Oy 
befriedigen, wie es ja dem ebenen Charakter des Problems entspricht. Aber dann ist die 
erste der Gleichungen (82), wegen der Unzulässigkeit der Annahme 


0 


Ö 
Et d.h. q= konst., 


cd) p " 
nur durch den Ansatz ı4=p 


zu befriedigen; wegen 0, = © gilt dann aber 
=== —p, 


d.h. die Kompatibilitätsbedingungen lassen für 0, = 0, überhaupt nur eine Spannungs- 
verteilung zu, wie sie in einer idealen Flüssigkeit herrscht, und damit nur einen Fließ- 
vorgang ohne Schiebungsgeschwindigkeiten. 

Hr. Hencky behandelt in der genannten Arbeit den Fall, daß die Ringspannung 0; 
gleich einer der beiden Hauptspannungen in der Meridianebene ist. Um auch für diesen 
Fall die Kompatibilitätsbedingungen zu untersuchen, drücke ich zunächst alle Spannungs- 


I) Diese Zeitschr. Bd. 3 (1923), S. 246. 
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größen durch die Hauptspannungen aus. Bezeichnet @ den Winkel der ersten Hauptachse 


gegen die Radialrichtung der betreffenden Meridianebene, so ist: 
2) [ 17} . * + Oo — 02 . 
6, = 0, 606? P-+%sin’Y, 06,—=4H5sinP+0Gc0s’y, — y„ in 29p. 


Die Kompatibilitätsbedingungen (81) erhalten also die Form — nach Elimination der 
Glieder mit cos?p_ — 
O2 q _ o og 0 


e ap 0 ’ 
-|q sin? gq] Wie Buk Aa BE ER. - [(gsin29g] 


Tr og r (Ir @ y? r OoY 


og — eo I 


0 0 0 2 (0, 99) VO 


„= [a eos?’gq] 


ce) y* J ( r 


Ig cos?g]) + Er 


T' | r Y 


I'gq 
n + (63 —- p 
{ T' 

2 (09 0)09gq 


r Rr (83). 








0? 2 2 2 
” 2) ae q f . » f q 
(1— 9%). „[geos?g])+ (ln +p). ,+ (ah — 0)  „lgsin’gl+(R+Pp):, 
Iy aoy“ (I r* Jr“ 
fi O2 ” 
— (6) — 9%) Iysin2gq] 
Oroy 
Le 0 03 oO a 09 03 er 
(0; + p) E (q cos“ P) + un ; 
Oroy Tr 627 r OY 
Setzt man nun etwa 063 —=0;, 
so werden die Kompatibilitätsbedingungen: 
® 3 () az 1 O0« 2, 3 co) . 
((3 —+ p) (qsın“q ) 4 - + E + (qsin2q) — ( 
L_ , ‚of r !r Oy“ r oy 
F ng cd) ’ Pr \ 1 ı'g el 
(93 +p) | (gecos’g) + t vr 
ir or r Or ( vi: £ 
’ rar, ” 0? . tg c)2 q 02 2 (84). 
(O3 + p) 3 - (q cos Jg) — 3 „(gsin‘ g) —+ „+ „+3 (q sin 2 P) == () 
. In“ Or“ Or“ oy“ OrOy 


;\ s 
(93 + p)| ns = a (g60829) | == 0) 
!rOy r oy 
Diese Gleichungen sind offenbar nur durch den Ansatz 
GG= DD 

zu befriedigen; ınan kommt also wieder zu der Feststellung, daß nur ein Fließvorgang 
ohne Schiebunrgsgeschwindigkeiten mit der Spannungsverteilung 

= =, = —p 
den Kompatibilitätsbedingungen genügt. 

Der von Hrn. Hencky betrachtete Spezialfall des axialsymmetrischen Problems — 
eine Hauptspannung in der Meridianebene gleich der Ringspannung, die dritte aber von 
diesen beiden verschieden — stellt also bei Beachtung der aus der Proportionalität von 
Tensor der Deformationsgeschwindigkeiten und reduziertem Spannungstensor folgenden 
Kompatibilitätsbedingungen keine mögliche Spannungsverteilung dar. 

Andererseits geben aber die Gleichungen (81) keinen Aufschluß darüber, welche 
anderen, als Gleichgewichtszustände bei einem Fließvorgang zulässigen Spannungsver- 
teilungen den Kompatibilitätsbedingungen genügen, und hieran ändert sich auch nichts, 
wenn man noch die Forderung hinzunimmt, daß die Bewegung der einzelnen Teilchen 
nur in den Meridianebenen erfolgen soll (v. = 0). 

Noch komplizierter sind die Verhältnisse bei den übrigen in der vorliegenden 
Arbeit behandelten Problemen; so kann man zum Beispiel bei dem in 4c betrachteten 
Fall, daß eine Hauptachse des Spannungstensors stets in die gemeinsame Normalen- 
richtung irgendwelcher Parallelflächen weist, wie die letzte der Gleichungen (61): 


—) 5 Ge —) Ty 
OL R R: 
zeigt, nicht mehr annehmen, daß in parallelen Flächen nicht nur der Richtung, sondern 
auch der Größe nach gleiche Spannungsverteilungen vorhanden sind. 
Man wird sich daher vorläufig darauf beschränken müssen, spezielle Fälle räum- 
licher Spannungsverteilungen, die als Gleichgewichtszustände bei einem Fließvorgang zu- 
lässig sind, daraufhin zu untersuchen, ob sie auch den Kompatibilitätsbedingungen der 


mathematischen Plastizitätstheorie genügen. 777 
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Konstruktion kürzester Wege in einem Gelände. 
Von FRIEDRICH SCHILLING in Danzig-Langfuhr. 


Beispiele für die Anwendung der Differentialrechnung darbieten, lassen sich in der 

allgemeinen Fassung vereinigen: 

In einem vorgegebenen Gelände soll eine kürzeste Weglinie, speziell 
zwischen zwei gegebenen Punkten, unter vorgegebenen Bedingungen kon- 
struiert werden. 

Diese Gruppe von Aufgaben schließen sich den schon früher ') von mir veröffent 
lichten, inzwischen auch in die Lehrbücher übergegangenen ’?) Aufgaben an, die in das 
Gebiet des Auf- und Abtrags von Erdmassen gehören. Es sollen dort in einem gegebenen 
Gelände, das in den einfachsten Beispielen aus horizontalen Gebieten und ebenflächigen 
Böschungen besteht, Wegebauten vorgenommen oder ebene Terrains geschaffen werden. 
Bei den folgenden neuen Aufgaben wird sich zeigen, daß die graphische Lösung 
oder doch die angenäherte analytische Lösung auf graphischer Grundlage zweifellos der 
rein analytischen weit überlegen ist. Es interessieren eben in den diese Aufgaben lösenden 
Gleichungen keine reellen Wurzeln außerhalb eines bestimmten Intervalles und noch 
weniger komplexe Wurzeln. Daher würde es viel zu umständlich sein, die in den all- 
gemeineren Beispielen immerhin recht komplizierten Gleichungen analytisch aufzustellen 
und zu diskutieren. Demgemäß kommen diese Aufgaben, die in den einfachsten Beispielen 
auch für den Unterricht an unseren höheren Schulen sehr geeignet sind, den gelegentlich 
von seiten der Ingenieurprofessoren geäußerten Wünschen entgegen, im Unterricht der 
Mathematik besonders auch graphische Methoden zu behandeln. 


1. Einfachste Beispiele der Wegeführung. Ich will zunächst die folgenden 
einfachen Anfgaben 1 bis 4 nennen, auf deren Lösung im Grund- und Aufrißverfahren 
der darstellenden Geometrie ich im einzelnen nicht einzugehen brauche: 


Aufgabe 1: Aus einem horizontalen Gelände steigen zwei Hügel mit 
ebenen Böschungen an, die durch ihre Spuren (e, &) und (fı, f2) gegeben 
sind. Es soll von einem Punkte ? des einen Hügels nach einem Punkte Q 
des anderen die kürzeste Weglinie konstruiert werden. (Abb. 1.) 


DD" im folgenden behandelten geometrisch-praktischen Aufgaben, die auch vorzügliche 
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Abb. 1. Abb. 2. 





Auigabe 2: Ueber einem horizontalen Gelände erhebt sich ein ebenes 
Plateau mit ebener Abböschung. Es soll von einem Punkte P im unteren 
Gelände nach einem Punkte Q@ des Plateaus die kürzeste Weglinie kon- 
struiert werden. (Abb. 2.) 


Aufgabe 3: Durch ein horizontales Gelände zieht sich ein Damm, 
dessen geometrische Form durch ein drei (oder mehrseitiges) Prisma ge- 


I) In meinem Buche: Anwendungen der darstellenden Geometrie, insbesondere über die Photo- 
srammetrie, Leipzig 1904, S. 61ff. 
2, vergl. z.B. G. Scheffers. Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Bd. I. Berlin 1919, S. 38 ft, 
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gegeben sei. Es soll die kürzeste Weglinie von einem Punkte P auf der 
einen Seite des Dammes über diesen hin nach einem Punkte @ auf der 
anderen Seite geführt werden. (Abb. 3.) 


Aufgabe 4: Durch ein horizontales Gelände zieht sich ein Berg, 
dessen geometrische Form durch eine drei- (oder mehr-) seitige körper- 
liche Ecke (ein Dreikant oder Vierkant) mit einer Seiteniläche in der 
Ebene gegeben sei. Wieder soll die kürzeste Weglinie zwischen solchen 
Punkten P, der Ebene geführt 
werden, deren Verbindungstrecke PQ 
den Berg durchschneidet. (Abb. 4.) 


Man kann in allen diesen Fällen ja 
leicht ein Blatt Papier so falten, daß es die 
Oberfläche des Geländes darstellt. Denken 
wir dann das Papier wieder in eine Ebene 
geglättet, auseinandergefaltet, so stellt die 
gerade Verbindungslinie Po der Punkte, 
die aus den Punkten P, Q entstanden sind, 
die gesuchte Wegstrecke in der Abwicklung 

















Abb. 3. Abb. 4. 

















Abb. 5. Abb. 6, 
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dar, mit folgender Ausnahme im Falle der Aufgabe 4. Hier sei das Papiermodell durch 
die Geraden PO und QO begrenzt, wo OÖ die Spitze des Dreikants ist. Wenn dann 
etwa nach dem Auseinanderfalten (Abb. 5) die Verbindungsstrecke P, & die Kanten eı, g, fı 
des abgewickelten Dreikants nicht schneidet, so stellt POQ den kürzesten Weg dar. 
Man kann nach diesen Andeutungen leicht seine Phantasie spielen lassen und die 
senannten Aufgaben mannigfach abändern oder verallgemeinern'). Man vergleiche z.B. 
die entsprechende Aufgabe für das Gelände der (alle Hilfslinien enthaltenden) Abb. 6. 
Auch kann man für den Schulunterricht, durch diese oder jene praktischen Gründe für 
den gewünschten kürzesten Weg die Aufgabe ausschmücken (Haustür in P, Brunnen in Q), 
auch wohl die Frage nach dem bequemsten oder dem zeitkürzesten Weg bei gegebenen 
entsprechenden Festsetzungen aufwerfen. Man kann natürlich, statt in der Grund- und 
Aufrißmethode zu zeichnen, auch die cotierte Projektionsart der Geodäten anwenden. 


2. Erste Art der Wegeführung mit Nebenbedingungen über ein pris- 
matisches Gelände. Nun aber soll die Konstruktion einer kürzesten Wegelinie durch 
bestimmte Nebenbedingungen beschränkt werden. Dann werden sich sehr interessante 
Möglichkeiten ergeben. Wir wenden uns sogleich zur Behandlung der folgenden 


Aufgabe 5: Ueber einer prismatisch gestalteten Geländeerhebung 
(Damm, Berg) mit dreieckigem Querschnitt soll von einem Punkte P auf 
der einen Seite die kürzeste Weglinie bis zu einem Punkte @ auf der 
anderen Seite bestimmt werden, wenn a) der Steigungswinkel y des 
Weges auf den Böschungen des Dammes, etwa 7=10°, oder das Gefälle 
tg y, vorgegeben ist, wobei y natürlich nicht größer als der kleinere der 
Neigungswinkel «,ß der Dammböschungen, etwa f, sein soll, oder b) der 
Steigungswinkel y zwar beliebig, jedoch für 
den Auf- und Abstieg gleich sein soll. C 


Als Verallgemeinerung dieser Aufgabe sei so- 
gleich noch angeführt die AR® ıC' BL 

Aufgabe 6: Die Aufgabe 5 soll auf den 
Fall erweitert werden, daß der Querschnitt 
der prismatischen Geländeerhebung ein Tra- 
pez darstellt. 





W. 
Zunächst seien folgende allgemeine Bemerkungen i 
vorausgeschickt: Es möge in allen Zeichnungen der u W 
Einfachheit halber der Damm senkrecht zur zweiten 
Tafel verlaufen. Sind nun in der Abb. 7 UW, und W 
UW: zwei Wegelinien unter demselben Steigungs- 
winkel y, so gibt es ja noch unendlich viele »Serpen- 
tinen«e, Wege mit Kehrstellen, welche die Böschung Abb. 
des Dammes hinaufführen, wie eine solche in Abb. 7 
auch eingezeichnet ist. Die Benutzung solcher Serpentinen wollen wir bei der Lösung 
aller unserer Aufgaben ausschließen. 

Was nun die Aufgabe 5a betrifft, so ergeben sich für „<Pß ersichtlich vier 
Möglichkeiten unter dem Steigungswinkel y die beiden Böschungen des Dammes zu über- 
schreiten. In den Abb. 8a—d bedeutet U, W5 Vo irgend einen Weg über den Damm mit 
dem Steigungswinkel y, wo U,Wı = Wo Va = C’D (im Aufriß der Abb. Sa—d) und 


A.CDC'—= & 7 ist, und indem die Hilfsstrecke QQ* parallel und gleich mit U,V, gezogen ist, 
ist durch PQ* der Anfang FU der Weglinie gefunden. Von diesen vier Wegelinien ist 
dann die kürzeste die gesuchte, die in unserem Beispiel in der Abb. 8a gegeben wird. 

Die analytische Bestimmung des kürzesten Weges © bei jeder der vier Möglich- 
keiten, z. B. bei der Möglichkeit der Abb. 8a, kommt auf die Bestimmung des Minimums 
für die Funktion 











mm] a c b 


- 
ii» 


v—+ \p! + x? +k+ \g’+ ee 
hinaus. Hier ist (in Abb. 8a) die unabhängige Variable @—= P,U; die Konstanten p, y 
sind die Abstände PP, und QX der Punkte P, @ von den Prismenkanten a, b und es 
ist die Konstante k — U, Wo + Wh V5, die Konstante - NQ — Tr, = NM = Va. Auch 


I) Es sei auch auf die Arbeit von E. Zermelo verwiesen: Zur Theorie der kürzesten Linien, 
Jahresbericht der Deutschen Math. Vereinigung, Bd. XI, Leipzig 1902, S. 184. 
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Abb. 8a. Abb. 8b. 


haben die Wurzeln positive Vorzeichen. Es ergeben sich aus der Gleichung °” = 0 
dx 


die Wurzelwerte p 


0 =!» und m=—-I:- ! 


p+q p—q 
von diesen stellt der erste den gesuchten Wert dar, während der zweite das Minimum 
oder Maximum von w für den Fall angibt, daß die eine oder andere der Wurzeln in der 
Funktion w negatives Vorzeichen bekommt. Ueber diese Andeutungen hinaus wollen 
wir hierauf nicht näher eingehen. 

Ist jetzt &©@ über Q@ hinaus um PP, bis R verlängert (Abb. Sa), so ist offenbar 
der parallele Weg UWVR, wo U=P und VR—=-PU-+YVX ist, der kürzeste Weg 
vom Punkte P, der Kante a bis zum 
Punkte AR. 


. (2a, b); 
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Abb. Sc, Abb. 8d. 
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Unsere Aufgabe ist also gleichwertig mit der, vom Punkte P, zum 
Punkte R die kürzeste Weglinie unter gleicher Bedingung zu Konstruieren. 


3, Zweite Art der Wege- 
führung mit Nebenbedingungen 
über ein prismatisches Gelände. { 
Wir wenden uns nun zur Aufgabeö5b \ 
hin und können dem letzten Satze a? 
entsprechend hier sogleich P auf der E 
Kante a gelegen annehmen. Wir 
wollen sogleich die Fläche des Ge ’ m“ y* 
ländes, die aus der Oberfläche des i 
Dammes und der sich anschließenden 
Horizontalebene mit dem Punkte | 
besteht, ausgebreitet denken (Abb. 9). Fu /&- - tg 
Man fälle dann noch das Lot PN auf %-n 
die Kante 5 mit dem Fußpunkte N 
und es sei NQ, =d, die Abstände E\r M_ Kon 1 
der Kante c von a und 5 gleich m 
und n gesetzt. Ferner wollen wir zu- 4 e 
nächst eine der vier Möglichkeiten, 
den Damm zu überschreiten, bei un- | r 
serer Betrachtung bevorzugen, etwa W 2 Var?- n? 
die Möglichkeit der Abb. 8a, wo für 

> 3 

die positive Richtung N@ sowohl die F 
> > 

Wegstrecke UW wie WV positive nm* 

Strecken als Projektionen auf die | 
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Richtung N @ ergeben. 

In der Abb. 9 ist zunächst die re b 

eine Grenzlage des Weges, PW, Vo) Q, r 

bei der wegen y—P<.c« hier Wo Vo L Abb. 9. 
steht und = BC der Abb. 7, 8. 47, 


ist, und ein beliebiger anderer Weg P IV I’& eingezeichnet, wo ja wieder PW, = W, | 
> > 
und PW=WV ist. Wir setzen noch PW=-WV=x und Ni =e, N, =%= Vn’— m’. 


Die ganze Länge y eines beliebigen möglichen Weges beträgt dann, da e—Vx?— m* 
+ ae®?—n? ist: 

y—32+- Vg?’+(d -I22—m’—-Ve’—n)? ....0.60). 
Der ganze Weg y setzt sich also aus den zwei Teilen w* + w** zusammen, wo 


v"—2r, ur— g’+(d — Yı?— m? — Va?’ — Gt € u) 
ist. Die drei andern Möglichkeiten, den Damm zu überschreiten, ergeben Wege, deren 
Länge y durch diese Formeln ausgedrückt werden, wenn die Wurzeln Vx?— m? und 
Yx”— n?* unabhängig voneinander ein anderes Vorzeichen bekommen. Unsere Aufgabe 
verlangt, den kleinsten Weg für y bei den verschiedenen Vorzeichenkombinationen der 
beiden genannten Wurzeln zu finden. Denkt man die Variablen z,y der Gl. (3) in einem 
rechtwinkligen Koordinatensysteme, so stellt diese Gleichung im allgemeinen eine Kurve 
8. Ordnung dar. Es würde gar keine Schwierigkeit bieten, die Gleichung dieser Kurve 
ohne Wurzelzeichen darzustellen, aber doch eine umständliche und zwecklose Rechnung 
erfordern. Die Gleichung dieser Kurve würde dann auch den Fall umfassen, daß die 
Wurzel des zweiten Gliedes auf der rechten Seite das entgegengesetzte Vorzeichen ent- 
hält. Dieser Fall hat ja unmittelbar keine praktische Bedeutung. Jedenfalls werden 
jedem Abszissenwerte x allgemein acht verschiedene (reelle oder konjugiert komplexe 
Ördinatenwerte y zugehören. Doch interessieren hier nur die Abszissenwerte des Intervalles 


mr +8», 
ws =PWs,=n in der Abb. 9 ist. Für welchen Wert & dieses Intervaiıles er- 
gibt sich nun der kleinste Wert y und wie groß ist dieser dann? 
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; ’ du dw" daw”* . R 
Der erste Differentialquotient un + ist ja zwar leicht zu berechnen, aber doch 
AxX ax dc 


zur Diskussion ersichtlich recht unbequem. Es ist nämlich: 
d w* dw” ’ d Ve:— m? — Vz? - n® Vz? m? + Ve? n® En 
-» und = C* . (5a,b). 
d : 9 5‘ ) x“ 9.9 2 u E% em 2 
" “. | g’ + (d 122— m? Vx? - n*)* Vi ME OOR V. n 
Um unsere Frage zu beantworten, wollen wir daher graphisch vorgehen und die 
Kurvenzüge, soweit sie notwendig sind, wirklich zeichnen. Wir werden zunächst die 
Fälle zu unterscheiden haben, daß qg=0 oder 9 > 0 und daß d=0 oder d>O ist. 
Wir betrachten zunächt den allgemeinen Fallg>0, d>0. Hier bleibt noch 
weiter zu unterscheiden, ob 


dzo =+!V/n?— m? 


< 


ist. Wir können nämlich sogleich folgendes für die 4 Möglichkeiten: 





l.y=2x2+ | gq’ + (d — Va? — m? Va” —n*)* (vergl. Abb. Sa), 


ll. y=22+ | gq’+(d -— Yx®— m?+'x”—n:)” (vergl. Abb. 8b), 


(3a—d), 
Ill. y=2% + | g’+ (d + Vx?— m? — Vx?— n‘)? (vergl. Abb. 8ec), 
IV. y-2x7+ | g’+(d + Va? — m? + Vxe’—n*)‘ (vergl. Abb. $d) 
wo nun stets die Wurzein I&?— m: und Vx?’—n? positiv zu nehmen sind, aussagen: 


Da die Variable x von » = n aus zunimmt, so schließen sich die Kurvenzweige 
für die Möglichkeiten |, II wie für die Möglichkeiten III, IV aneinander an. Wir 
werden daher jedes dieser Paare sogleich zusammen behandeln. Ferner bemerken wir 
noch vorweg: Der erste Teil PW+-WV=2.1=w* des Weges y nimmt mit wachsen- 
den Werten x stets zu. Bei der Möglichkeit I nimmt mit von m =n aus wachsenden 
Werten x (d.h. mit von ? aus abnehmendem Steigungswinkel 7) für d-& auch das 
zweite Glied der Gl. (3a) oder die Strecke V@ der Abb. 9, also der zweite Teil w** des 
Weges y, wie man analytisch oder geometrisch leicht erkennt, beständig zu, d.h. es wird 
dann der kleinste Weg y sich in dem Intervall 9 =27 = +» für z2=x, ergeben. Da- 
gegen wird für d > das zweite Glied »-** oder die Strecke VY@ zunächst abnehmen bis 


zum Werteg für 2—x, jedoch für z =x, wo x durch die Gleichung VYQ =d—e=0 
oder als richtige Wurzel der Gleichung V x? — m’ + VYx’— n?= d bestimmt ist, beständig 
zunehmen, so daß y im Intervall © x -®» seinen kleinsten Wert für = x besitzt. 


Dieser Wert x ist geometrisch sehr leicht zu konstruieren; wenn man in Abb. 9 die 
Mittensenkrechte zu P@ mit der Kante e im Punkte W zum Schnitt bringt, dann ist 
a = PW. 

Für die Möglichkeit Il ergibt sich ferner: Für 2 =n ist zunächst stets 


Ve?’—m?’>Vxe’—n? uni z=Vx’— m? Ve?’—n? 
nimmt wegen 
u JE BIT if x“ Me. 
dr pe VYe’—n’ 
beständig ab bis zum Grenzwerte lin Wr? — m? — Vr?—n‘) —0. (Es ist ja 
r I 
. 1 r VYr?— m’? + PO n“ 
lim — lim Ä = ©). 
r & Vr?— m? = pi n2 r L n" — m” 
Mit von &, = n wachsenden Werten x nimmt also für de, das zweite (Glied der Gl. (3b) 


oder die Wegstrecke V® beständig zu bis zum Grenzwert Vg’+ d*, d.h. es ergibt sich 

dann der kleinste Wert y in dem Intervall » = 2 = + = für 2—= m. Dagegen nimmt 

für 7 << das zweite Glied oder die Wegstrecke V @ zunächst ab bis qg fürrc=x und 

dann für x ” x, wo x sogleich bestimmt wird, zu bis zu demselben Grenzwerte Vg?-+d®. 
D«r Wert r ist aber bestimmt durch die richtige Wurzel der Gleichung 


2’ — m’ \r: — n’=d 


und irt geometrisch, analog wie x, sehr leicht zu konstruieren, 
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Zusammenfassend können wir also hinsichtlich der Möglichkeiten I und Il sagen: 
Für d=® ergibt sich der kleinste Weg y für =-u =n. 
Für d>& bleibt nur der kleinste Weg y zu bestimmen für die Mög- 


lichkeit I im Intervall ©» =x2=x (dem das Intervall 9 =>e=d entspricht) 
und für d<e& der kleinste Wert y für die Möglichkeit II im Intervall 


x. c=x (dem das Intervall » =e=d) entspricht). 
Fir die Möglichkeiten Ill und IV ergibt sich ohne weiteres, da Ja ac? — m? 
x: —n" beständig bis 0 abnimmt, aber x: m?’ + x: -n? beständig zunimmt, für 
0% = + %» das analoge Resultat: 


Für die Möglichkeit IIl ist von vornherein eine Einschränkung des 
Intervalles ©, =27 +» für die Bestimmung des kleinsten Wertes y nicht 
anzugeben möglich, für die Möglichkeit IV ergibt sich der kleinste Wert y 
wieder stets für =Mb=n (und zwar gilt dies bei beiden Möglichkeiten 
für d -&). 


4. Zeichnen der wesentlichen Bogen von der Kurve 8. Ordnung für die 
Möslichkeiten I, II der Wegeführung. Nunmehr wollen wir sogleich in einem be- 
stimmten Beispiel, etwa des Falles d > «, wie ihn auch die Abb. 9 liefert, durch Zeichnen 
der in Betracht kommenden Bogen der Kurve 8. Ordnung unsere Aufgabe bis zu Ende 
lösen. Wir werden dabei auch die letzten Betrachtungen bestätigt finden. Wir wählen 
als spezielles Beispiel für unsere Konstruktionsfiguren, die etwa im Maßstab 1:100000 
gezeichnet seien, aus: 

m=icm n=1,5c0m, d=5cm, gqg=3cm, 


woraus eo = \Yn’—m?’=1,!1l8cm folgt. 
Die Konstruktion der Kurvenzweige ist überraschend einfach; der besseren Ueber- 
sicht wegen seien zunächst die Kurvenbogen für die Möglichkeiten I und II (Abb. 10a, b: 


on 
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Abb. 10a. Abb. 10b. 
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diese Abbildungen, sowie auch die folgenden sind hier verkleinert wiedergegeben) 
und dann später für die Möglichkeiten III und IV (Abb. 1la, b) gezeichnet. Hierbei 
sind, um die Figuren kleiner zu gestalten, stets die Ordinaten y=w* + w** im halben 
Maßstab eingetragen (trotzdem dies für die folgende Darstellung einige Unbequemlich- 
keiten verursacht). Für den Wert = =n und einer Reihe aufeinanderfolgender 
größerer Werte &ı, %s, %; . . . wird also, wie in Abb. 9, jedesmal der zugehörige Weg, 
und zwar sowohl für die Möglichkeit I wie für die Möglichkeit II gezeichnet (Abb. 10a). 
Die Wege w** = V;@ bzw. V;*Q sind einfach dadurch halbiert, daß die Mittensenkrechte 
der Strecke Q@. errichtet ist. Dann sind in einem rechtwinkligen Koordinatensystem 
(Abb. 10b) für die gewählten Abszissen x, &ı . . . die Ordinaten w*/2 — x, w**/2 und 
y/2 = w*/2 + w**/2 eingetragen und die entsprechenden Punkte durch die Kurvenbogen 
verbunden (siehe die Gl. (3) und (4a, b)). Der Kurvenbogen für w*/2 ist natürlich die 
durch den Anfangspunkt O. gegen die x-Achse unter 45° geneigte Gerade. Bei den 
Kurven w**/2 und y/2 werden wir den Möglichkeiten I und Il entsprechend auch kurz von 
den Kurvenbogen I und II sprechen können. Es ist einfach, auch die Asymptoten der 
Kurvenbogen w**/2 und y’2 hinzuzufügen, was für das schöne Zeichnen der Kurvenbogen 


_ 


von Vorteil ist. Für den Kurvenbogen II zunächst gilt: Es ist ja lim w** — |g?+d?, da 
x—X 


nach S. 50 lim |@’—-m’- Ve’ n’=0 ist. Also sind die Gleichungen der betreffenden 
r F 


Asymptoten für die Kurven ı”* bzw. y 
wr* — \g? + d#, y-2x+Vl?+d ... 0. ..(6ab). 


Diese Asymptoten gehen in der Abb. 10b daher beide durch den 


, ’ j Vo? + a? . 
Punkt 5 der Ordinatenachse mit der Ordinate — und sind unter dem 


Winkel 0 bzw. 45° gegen die x-Achse geneigt. 
Es gilt übrigens ganz allgemein (d.h. für de.) das Resultat, daß die Asym- 


ptoten der Kurvenbogen w** und y für die Möglichkeit II durch die Gl. (6a, b) 
gegeben werden, wie leicht aus der Gl. (3b), S. 50, folgt. (Es schneiden sich übrigens 
je zwei entsprechende Tangenten der Kurven w**/2 und y/2 in demselben Punkt der 
y-Achse, die beiden Kurven sind zueinander perspektiv-affin mit der y Achse als Affinitäts- 
achse und Richtung der Affinitätsstrahlen.) 


Was dagegen die Asvmptote des Bogens I der Kurve — betrifft, so ergibt 
sich ja allgemein: 


n’k% /gq* d 2 2 2 
lim © —lim J a pr V — — Vi u = 2, 
=» % zo ” u x 
d.h. die Asymptote des Bogens | für die Kurve w**/2 ist stets unter 45° 
gegen die z-Achse geneigt. 
Und da die Asymptote des Bogens I für die Kurve y/2 aus der Addition der 


r%* 
Ördinaten für die Asymptote von - und die Gerade ı*/2 sich ergibt, so folgt weiter: 


Die Asymptote des Bogens | für die Kurve y2 ist stets unter dem 
Winkel g; gegen die x-ÄAchse geneigt, der durch die Gleichung 
t£ 9; =2 als angenähert 9, — 63265" 
bestimmt ist, und sie schneidet sich ersichtlich mit der Asymptote der 
Kurve w**/2 in einem Punkte 7 der Ordinatenachse (Abb. 10b). 


Um noch die Strecke O7 zu bestimmen, so führt uns die Betrachtung der Kon- 
struktion (Abb. 10a) dazu, daß für sehr große Werte von x die Ordinate y angenähert 
durch NV; + @ V. dargestellt wird, wo wieder NV; und & V; angenähert gleich 2x und 
22 —d sind (d.h. es ist z.B. lim (NW; — 2x) = VYx? — m’+ I x’ — n’— 2x*=0). Wir 


behaupten demgemäß: 

Die Asymptote der Kurve y wird durch die Gleichung yr= 4x —d 
dargestellt, die Asymptote der Kurve y/2 also durch die Gleichung yj/2 = 2x — d/2, 
d.h. die Ordinate VT7 der Abb. 10b ist gleich —d/2. 
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Wir haben nur noch nachzuweisen, daß lim (y—4x+d = 0 ist, wo y durch 
v=0%X0 


die Gl. (3a), S. 50, gegeben ist. Es ist nun, wenn wir |@?— m? + \e®—n"—d=QV,; == f 
setzen, y-4c0+d= IVg?+f? - Nn+-[ em — x) + | le? — n*— x], und jeder der 
Klammerausdrücke wird für ilm&=», d.h. auch für llmf=»*, in der Tat zu 0. 

In der Abb. 10b ist daher z. B. für die Abszisse &, der Punkt J mit der 
Ordinate 2%, bestimmt und durch den Punkt 7, der durch OT =!" & N = QıNı 
(Abb. 10a) auf der Ördinatenachse festgelegt ist, die gesuchte Asvymptote als Parallele 
zu OJ gezogen. Wir erkennen endlich noch unmittelbar aus der Abb. 10a oder auch 
aus den Gl. (3a) und (3b), S.50: Für = | d” + m?, welchen Wert wir als x, in der Figur 
gewählt haben, sind die Ordinaten der Kurvenbogen I und II einander gleich. So viel 
über die Konstruktion der Kurvenbogen selbst. 


5. Bestimmung des Wegeminimums. Wir wenden uns zu dem Endziel, das 
Minimum für y zu bestimmen. Da wir bereits wissen, daß der zugehörige Kurven- 


punkt auf dem Kurveubogen I im Intervall & = = % liegt, wäre eine so weit durchge- 
führte Zeichnung natürlich nicht nötig gewesen. Unsere Zeichnung gibt uns nun unmittel- 
bar einen Kurvenpunkt mit horizontaler Tangente, und zwar lesen wir (in der Original- 
zeichnung) die zugehörige Abszisse als &„ = 1,76em ab. Es ist natürlich leicht diesen 
Wert nun noch nach bekannten geometrischen oder analytischen Methoden genauer zu 
bestimmen, worauf wir nicht eingehen. Zu dieser Abszisse gehört das in der Abb 10b 
abgegrifiene Minimum 4. = 2: 3,75-cm, dem unseren Maßstab 1: 100000 gemäß als ge- 
suchtes Minimum des Weges für die Möglichkeiten I und II die Länge 7,50 km entspricht. 
(Durch Rechnung findet man folgende Grenzen für den richtigen Wert 1,78 <{ x, < 1,785 cm). 
Wir wollen aber die graphische Methode noch durch einige analytische Betrachtungen 
ergänzen. 

dy 


Für =x,. muß ja — 
dx 


= (0 sein. Wenn es nun auch längere Rechnung erfordern 


. : d ; 
würde, den graphisch gefundenen Wert x„ aus der Gleichung 0 zu ermitteln, so 
dx 


wollen wir doch wenigstens noch analytisch den Nachweis führen, daß im Intervall 


“Ex =% es tatsächlich ein und nur ein Minimum gibt. 
. > " day? r j zu 
Die zweite Ableitung — zur Untersuchung zu benutzen, muß von vornherein auf- 

X 


segeben werden, da dieser Ausdruck sich viel zu kompliziert gestaltet. 


’ s u ’ e 2 d w** 
Es ist ja nun aber gemäß den Formeln (5 a,b), S.50, für = m —n u, 
d 4 


E n’ = 0, vergl. S. 50) 


4 


d . : r 
also auch = — » und für =x (d.h. d— ac? — m? — \x: 


dx 
d w** dy eu ., . . ’ . . 
—0, also — —=2. Also muß es, da eine stetige Funktion von x ist, zwischen 
dx dx dx 
s j 2. dy : 
den Werten x, und x wenigsten einen Wert & geben für den ha ist und an dieser 
ax 


Stelle von negativen zu positiven Werten übergeht und also ein Minimum der Funktion 
y bedingt. Wir schreiben nun die Gl. (5b) S. 50 in der Form: 


d w** 1 1 l 


_— + 


2 / ig / m? n® 

\ — 1 1 1-— 1 -— 
(d — | x? — m?’ — | x’ — n“)° „ u 

Wächst nun die Abszisse x, von = m =n aus, bis © =x, so wird sowohl der erste wie 

der zweite Faktor auf der rechten Seite beständig kleiner. Es kann also in dem Inter 

594 dy 


r dı { . . 
vall nur einmal eg 2, also re 0 werden. Hiermit ist bewiesen: 
da x 


Es gibt in unserem Falle (Möglichkeit I für d> ) stets ein und nur ein 
Minimum der Funktion y im Intervallm =x* x. 
6. Das Analoge für die Möglichkeiten II, IV der Wegeführung. In ganz 


analoger Weise sind nun auch die Möglichkeiten III und IV der Wegeführung be- 
handelt, (natürlich für dieselben Werte m, n, d, q). Die Abb. lla,b zeigen die Kon- 
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struktion der zugehörigen Kurvenbogen y/2, w*/2 und w**/2. Die Asymptoten der 
Bogen III werden wieder durch die Gleichungen (6a,b) S. 52 dargestellt, da auch 
hier lim ı0** — |? + d? ist, 

r „ 


Was die Asymptoten der Kurvenbogen IV betrifit, so ergeben sich hier zunächst 
dieselben beiden Sätze wie auf S. 52 und die Gleichung dieser Asymptote für 
die Kurve y/2 lautet: 

Yır!? 2%+di2, d.h. die Ordinate O Tı der Abb. 11b ist gleich +d/2 
(vergl. S. 52) und die Asymptote ist wieder parallel zu O J, wo J durch die 
Koordinaten (x,, 2 x,ı) bestimmt ist. 

Soviel wieder über die Konstruktion der Kurvenbogen. Es ergibt sich nun aus der 
Zeichnung sogleich %, |,ös cm mit dem zugehörigen Mirimum „== 24,68 cm und als 
gesuchtes Minimum der Wegelänge für die Möglichkeiten Ill und IV 9,36 km. Der kürzeste 
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Weg für alle vier Möglichkeiten beträgt demnach 7,50 km (vergl. S. 53), wobei 
der Weg über den Berg 21,76 km ist, also länger und weniger steil als bei dem 
kürzesten Weg für die Möglichkeiten III und IV. Ist die Kammböhe "= (0’ (vergl. 
Abb. 8a) der Geländeerhebung z. B. gleich 0,2 km, so ist der Steigungswinkel y für die 


0.2 


an- oder absteigenden Wegestrecken durch sin y —- — 0,1136 als y = 6° 29’ bestimmt. 
1,76 
Hiermit ist unsere Aufgabe vollständig gelöst. Als Ergänzung für die Abb. Ib 
wollen wir nur noch folgendes hinzufügen: Es ist ja jetzt für die Möglichkeit III: 
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vergl. die Formel (5b) S. 50 und die Betrachtung S. 53) oder 


du** 1 1 1 m 
zu ne ® PT . . (7). 
2 


/ n? / m“ 
a I 

(d + | 23 — m! — | x _ n?)? un x 
Wächst nun die Abszisse x von z=n bis 2 — + », so gilt für die beiden Faktoren der 
rechten Seite folgendes: Schon auf S. 50 wurde gezeigt, daß der Wert von x? — m? 


|? — n® für n =% = + © beständig abnimmt von |n?— m? bis zum Werte 0. Der 
erste, stets positive Faktor nimmt also auch beständig ab, wenn x das genannte Intervall 
durchläuft. Der zweite, ebenfalls stets positive Faktor nimmt auch beständig ab und zwar 
von + © bis 0; denn die Ableitung dieses zweiten Faktors ist gleich 
1 m? n“ 
a5 ’ 


m? 3 / n® 3 
\e-2) Ve-3) 
also beständig  - 0. Folglich nimmt die rechte Seite der Gl. (7) fü n- x +» beständig 
zu von —»® bis — 0 (vergl. die Kurve «**/2 der Abb. 11b). 


Es gibt also in diesem Falle (Möglichkeit III) stets ein und nur ein 
Minimum der Funktion y=«* + w* im Intervalln = x +®. 


7. Die vollständige Kurve 8. Ordnung. Rein geometrisch mag es ja auch 
Interesse bieten, einmal die vollständige Kurve 8. Ördnung (vergl. S. 49) zu über- 
blicken (für unsern Fall 9>0, d>0, vergl. S. 50). Da das Glied 2x in der Gl. (3), 
S. 49, nichts Wesentliches hinzufügt, können wir uns auf die Kurve beschränken: 


vr — | g°’ + (d Va? — m? — Ye? — n?)*. 
Für das bisher betrachtete Intervall n — x +4 © kommt dann zunächst dem 


negativen Vorzeichen der rechten Seite entsprechend zu den bisher gezeichneten Kurven- 
zweigen noch ihr Spiegelbild an der x-Achse hinzu. Ferner wollen wir untersuchen, ob 
in den Intervallen 

m<e<n wd 0=r2= m 


noch reelle Kurvenzüge gelegen sind. 
Was zunächst das Intervall m <x <n betrifit, so ist ja dann: 


wrt — + Ve+ (d — \xe?— m? —- i-\n?— =’ = +l/A+iB 
oder: 
(vw) 2—= A+iB Er NE At, 2 
wo 


A= 22 —2d\e®—m’+ Q?+d'— m’—n?, ) 
Be 2\n:- x? | 2? — m: — d] 
ist und die Wurzeln \2?— m? und In? — x° noch beliebige Vorzeichen haben können. 


Damit dann ı** reell ist, ist notwendig und hinreichend, daß (w**)? reell und > 0 
ist, d.h. es muß 


B=0 und A=V0 
sein. Die Gleichung B—0 ergibt (für das fragliche Intervall m <x<{n) 
x: - m’ — d=0 
oder, allein für ein positives Vorzeichen der Wurzel |x?— m?, 
c=a*—= + d’+m!, 
mit den Bedingungen d’+- m?’ <n?” und, wie es bier der Fall ist, d>0 (d.h. d*#0) 
und die Ungleichung A "0 ergibt für diesen Wert «* die Bedingung: 
g’+d?’+ m? — n? —=0. 
Die dem Werte & = x* zugehörigen beiden Ordinatenwerte sind: 


wat = tl/A= + |: + d? + m? de 
d.h. falls + m?<n?(d>0) und g’+d’+m’— n?’Z0 ist, ergibt der Wert 
c=x*—+|d’+m: noch zwei zur w**-Achse symmetrisch gelegene Ein: 


siedlerpunkte (oder isolierte Doppelpunkte). 
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Ein Beispiel für das Auftreten solcher Einsiedler zeigen die Werte: m=1, n= 1,5, 
3, d= 1, welche 
#*—- +R=14l, 0..** — + [13,25 = + 3,64 
f y ergeben. 


M u" / Was sodann das Intervall 





4 


Y 


/ ’ . . 
? due 0 = 2 m betrifft, so ist jetzt: 
wr*r?—=A+riB, 
/ wo 
A=2%8%+g’+d’ m’— n’ 
2 » m’— m” | n’—a?, 
Bu 7, E 4 Ä | - - | 
4 \ ee B= 2d»| m xc—+ wit 
— u ist. Analog, wie soeben, ergibt 
die Gleiehung B=0 in Rück- 
sicht anf die beliebigen Wurzel- 
vorzeichen, daß entweder d = 0 
| oder n=n (oder beides) sein 
muß. In unserem allgemeinen 
u“ Pi 0 Falle trifit das nicht zu, so daß 
| ) “T “2 N sich keine reellen Kurvenpunkte 
—————ZX Pa —— N in dem letzten Intervall ergeben. 











© 
ST! 








Wenn man endlich noch 
\ alle erhaltenen Kurvenzüge an 
\ der w**-Achse spiegelt, so hat 
N man die gesamte reelle Kurve 
\ 8, Ordnung erhalten (Abb. 12). 
rer: y, \ Doch haben wir noch eine 
wichtige Bemerkung hinzuzu- 
Abb. 12. fügen, welche die Annäherung 
der Kurvenbogen I und IV an 
jede der zugehörigen Asymptoten betrifft. Der Kurvenbogen I ist ja durch die Gl. (4b) 
S. 49: 
ww — gq’+(d- \2?— m? - \e’—n??=s, 
die zugehörige Asymptote durch die Gleichung (vergl. S. 52): 
vr" —- 2070 —d t 
dargestellt. Wir haben hier die rechten Seiten der beiden Gleichungen zur Abkürzung 
mit s, ? bezeichnet. Dann ist: 


a a\ 


?— = (22 — N)? — (9? +(d — \x’— m? — \x?— n®)) 


(2? — x? - m:\ a: n?)— 2d-[(e— Va: m?) + (x — Ve’ —n?)| + (m?’+-n?—dg?). 
Nun ist aber: 
. ‘ a” ON 9 PEN nr N 
lim (w° | (2? — m?) (2? — n‘)) 
== & 2 
(Denn es ist ® 9 2 
/ m” u 
| £ t+ Pi ‚yı ,) 
l m’ 4 ka ——m’)\e n® oo”, Er 
m ev m? (2 it 2? (m? n? m? n* y ’ Im n® 
Ir + N - 
=. 
also 5 | 9) \ 
lim == — - 
n - r? _ m?) (2’_—n? mi+n 
Analog ist 
lim (a ec — m’) = lim (a | —n’)—=0 
r I r eo 
Also folgt 
lim (? — s’)= 2 (m?’+n? — dg”. 
r= ”“ 


Da nun ?+s für hinreichend große Werte x stets positiv ist, so ergibt sich also der Satz: 





N. 
h, 
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Je nachdem 2 (m?’—+n?) — q?>0 oder <O ist, ist für große Werte von x (bis 
iimeo—=+ 0») die Differenz — k>0 bzw. <0, entsprechend liegt aber der 
Kurvenbogen I unterhalb bzw. oberhalb der zugehörigen Asymptote. 

Ganz analog ergibt sich für den Kurvenbogen IV: 


w*t — Vg’-+ (d+l\x?+ m? + \x? + n?)? 
und die zugehörige Asymtote: wrt—2r+d. 


Je nachdem 2(m?+n?) — q?>0 oder <o ist, liegt für große Werte x der 
Kurvenbogen IV unterhalb bzw. oberhalb der zugehörigen Asymptote. 

In unserem Beispiel der Abb. 12 ist nun (mach S. 51) 2 (m’+n?) — q?’<0. 
Hieraus folgt: Der Kurvenbogen IV der Abb. 12 muß im weiteren Verlauf die 
zugehörige Asymptote zunächst noch durchschneiden, um sich ihr dann 
von der anderen Seite für lilmze—» anzunähern (vergl. die Abb. 13b). 

8. Besondere Fälle der Wegeführung mit Nebenbedingungen über ein 


prismatisches Gelände: Wir müssen nun zurückblicken zu S. 50, wo ja die Fälle 
gt, 0o<d=e, d= 0 unterschieden waren. Wir wollen uns damit begnügen, allein 


die Konstruktionsfiguren für einige der noch nicht behandelten Fälle wiederzugeben, 
wobei wir ja auf nähere Erläuterungen verzichten können. Die Abb. 13a, b behandeln 


den Falld =, —=|n?— m?, wobei sonst wieder für rn, m,qg die gleichen Zahlenwerte wie 


Ta 

















Abb. 13a. Abh. ıiED. 


früher (S. 51) gewählt wurden. Schon auf S. 51 haben wir gefunden, daß das Minimum 
Ym der Möglichkeiten I und II, das hier auch das Gesamtminimum ist, sich für —n 
ergibt als „—=2n+qg=6 cm, so daß also die kleinste Wegelänge 6 km beträgt. 
Abgesehen davon, um sich zu überzeugen, daß das Minimum für y bei der Möglichkeit III 
gröter ist als 2n +, würde das Zeichnen der Abb. 13b an sich gar nicht nötig gewesen 
sein. Wir bemerken zu der Abb. 13b jedoch noch folgendes: Für e—n erhalten wir 
eine Spitze, in der die Kurvenbogen für die Möglichkeiten I und Il zusammenstoßen. 
Als Grenzwert der Tangentenrichtung ergibt sich zunächst gemäß der Gl. (5b), S. 50: 


’ dw’ * n : d— Ve? vo m? 
lim == - | I —+ lim | 
gm d x q » 


» 7 
7 n ze —n® 
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oder, da 

5 d 4 . m E r dw kr n . d U e 

lim | 0 ist, lim —=—, also lim =2 +- 

, n r n“ n d SL q r = dx G 


Für unsere Abb. 13b ist dann: 


Pi al, ) 


. “ “ n «) 

lim — _ lim u id Br 

r d 4 Z 4 } n d Ph 2 q 4 
und die leicht auizustellenden Gleichungen der beiden Spitzentangenten für die Kurven 
w**/2 und y/2 schneiden die y-Achse in demselben Punkte X mit der Ordinate 9/2 — n*/2g. 
Hiernach sind die Spitzentangenten leicht zu konstruieren. 

Endlich sei der Fall d—0 (m en), der zugleich zu den Fällen d<«& = \n?— m? 

gehört (vergl. S. 50), durch die Abb. 14a, b ausgeführt. Dieser Fall hat die Besonderheit, 
daß die Kurve 8. Ordnung in zwei sich deckende Kurven 4. Ordnung übergeht. Denn 

















- i 
n Y A + en y n 
i 4 / — 7 
4 4 a7 
[27 Y 
Mr, 
rn 7 
A / T 
4 
Suse Ya 3 EM 4 
N k T 
| 
/I 
4 
0, Be 3 z &E = 
4 OET=7, Fu? u 2 
Abb. 14a Abb. 14b. 


es sind die Wege | und IV sowie II und III für jeden Wert & stets einander gleich. 
Wir wählen dementsprechend für |: n- stets das + Zeichen während 2? — m? ver- 
schiedenes Vorzeichen behält. 

Es ist jetzt also: 


y=-270%H+ | g’+2% m’— n’ +2 \(a:- m’) (et —n?). 
Diese Kurve ist jetzt auch leicht ohne Wurzelzeichen darstelibar: 


y— 22° — q’— 2x%°+ m?’—+n?]’ = 4 (x? — m?) (2? — n’) 


Es ergibt sich für das Beispiel g= 3cem, m — lem, n= 1,5 cm nach der Zeichnung 
für das Minimum „2 — 3,10 cm, &„ = 1,52 cm, so daß jetzt der kürzeste Weg gleich 
2-3,10 — 6,20 km wird. 

Was in diesem Falle d=0 (m*n) die gesamte Kurve 4. Ordnung betrifft 


wr* — + Vg?’-+ 22° — m? — n?+ 2 \(&e? — m?) (2? —n?), 
- 1 N 
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so ist natürlich der für das Intervall n - x +» erhaltene Kurvenzweig noch an den 


heiden Koordinatenachsen zu spiegeln. 

Nach S. 55 ist ferner für das Intervall m <<x<{n kein reeller Kurventeil vor- 
handen Es ist nun sehr interessant, die reellen Kurvenzweige für das Intervall 0O= x = m 
zu diskutieren Wir beschränken uns darauf, das Resultat anzuführen: 


Im Falle 9’ + m?—n’>0 ist, ergibt sich der Typus der Abb. lda,b,c, 


je nachdem qg=zm—+n ist. 


1W"” kr" 


y- 


_ 





r--m |0 zen z b T 2 
/ 
/ 
Veigipuen 
Abb. 15a. Abb. 15b. Abb. Ide. 
Im Falleg’+m’— n’—=0ist, ergibt sich der Typus der Abb. 16 mit einer 


in vier unendlich benachbarten Punkten berührenden Tangente für = m. 
Im Falle 9’ +m’—n?<{0 ist, ergibt sich der Typus der Abb. 17a,b,c, 


> 


ie nachdem 9. n—m ist, wo Abb. 17b einen Einsiedler im Koordinaten: 


— 


anfangspnnkt, Abb. 17c überhaupt keinen reellen Kurventeil darstellt. 


km” 


\bbh. 16. \bb. 17a. Abb. in, \bh. 170, 


Die Abszissenwerte 6 und 7 der Abh. I5e und 17a ergeben sich aus der Formel: 
o 4 m* q“ — (g° + min 4 ın i n“ q' m? „ s,2 
u — == = 
4 q“ 4 q“ 


und die Tangentenneigungen g im Koordinatenanfangspunkt im Falle der Abb. 15b sind 
nach der Formel (5b), S. 50, bestimmt durch: 


wr? 
d 
i 3 l m+n 
tg y = lim =. 


l 0 d T und | mm 


Auf die Fälleg=0, d >0 (vergl. S. 50), sowie g=d=0, wo wir es wieder 
beidemale mit einer Kurve 4. Ordnung zu tun haben, will ich nur eben hingewiesen haben. 
Doch wollen wir noch ein kurzes Wort dem besonderen Falle m—n widmen: Falls > 0, 


d>0, so zerfällt die gesamte Kurve 8.Ordnung in die beiden je doppelt 
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zählenden Geraden y= ?ı1- 1: + d” und in die Kurve 4. Ordnung 
y=-2ı +| g’—+(d 2 \a?—n2)?. 
Diese Kurve 4. Ordnung zerfällt dann für g=0(d>0) iin die beiden 


Hyperbeln (y— 2r*d)’=4(2e’—n‘) und für d=0(y>0) in die doppelt 
zählende Hyperbel mit dem Mittelpunkt im Koordi- 


y’ natenanfangspunkt (y— 22)’ =g’+4(2"—n?), die für 
qg=?2n weiter in das Geradenpaar y=4xr und y=0 
ausartet. Ist endlich g=d=0, so zerfällt die ge- 

z, samte Kurve 8. Ordnung in den doppelt zählenden 
Kegelschnitt (y— 2«)?=4(2”— n?) und in die vierfach 
zählende Gerade y= 2«. 
h Wir begnügen uns damit die beiden speziellen Fälle 
W q=0, d>0 undd=0, y>0(q<2n) in den Konstruktions- 


firuren der Abb. 18a, b und 19a, b darzustellen, in denen die 
für die Anwendung in Be- 


y l a tracht kommenden Kurven- 
\ \4 3 bogen stark ausgezogen sind. 
zZ \WN\,;, 9, Erste Art der Wege- 
4 führung mit Nebenbedin- 


gungen über eine drei- 
seitige Ecke. Wir wenden 
uns nun zu einer neuen Auf- 
gabe. Es sei wieder (wie bei 
der Aufgabe 4, S. 46) eine 
Geländeerhebung gegeben, die 
geometrisch eine mit einer 
Seitenfläche (a, b) auf der 
Horizontalebene liegende drei- 
seitige Ecke oder ein Drei- 
in kant mit den Kanten a, b, ce 
y ee darstellt (Abb. 20). Dies 
1 = Dreikant sei gegeben durch 
die spitzen Winkel «, $ und 
\z z X den Winkel 0 der Kanten a, b, 
a RER der kleiner als 180° voraus- 
a c b 7 BEN gesetzt sei. Ferner sei ein 
IT rechtwinkliges (x, z)- Koordi- 
Abb. 18a. Abb. 18». natensystem in der Horizon- 
talebene festgelegt, wo die 
x-Achse durch die Kante a und die z-Achse durch die Senkrechte dazu in der Spitze 0 
des Dreikants mit soleher positiven Richtung bestimmt sei, daß die Horizontalprojektionen 
der Punkte der Geländeerhebung negative z-Koordinaten besitzen. Es handelt sich nun 
um die folgende 
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Aufgabe 7: Ueber diese Geländeerhebung soll von einem Punkte P 

der Horizontalebene, der durch seine Koordinaten 
OU, = =liund vv P=o=p>0 

festgelegt sei, die kürzeste Wegelinie bis zu irgend einem Punkte V auf der 
Kante b gelegt werden unter der Bedingung, daß der Weg über das Dreikant 
eine gegebene Steigung y haben soll. 

Es seien ferner der Einfachheit halber für die gegebene Steigung 7 die Ungleichungen: 

Y<a<90%, r<PpP<HIH0° und Yy>Yo, Wo Yo 

die Steigung der Gradkante c sei, als gültig angenommen. Man erkennt von vornherein, 
daß dann wieder vier Möglichkeiten zu unterscheiden sind, die Geländeerhebung zu über- 
schreiten, wie sie beispielsweise durch die Wege U, WV,, U, WV;, U, WV, und U, WV; 
der Abb. 20 angegeben sind. Wir wollen im folgenden allein die Möglichkeit U, WVı 
weiter behandeln, für die dann auch die Bedingung y > yo nicht unbedingt notwendig ist. 
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Man erkennt weiter: Alle Wegeteile w** dieser Art, welche von irgend einem 
Punkte 7, der Kante a ausgehend die Geländeerhebung überschreiten, sind proportional ° 
> | 
dem Abstande OU,, den wir weiterhin mit x be- 
zeichnen. Es gilt also: w* — U W;, +W;V;, =e:-«, 
wo € eine Konstante und stets U, W; = W\V; ist. 
Wir wollen weiterhin annehmen, daß der 
Punkt P auch eine positive (x)-Koordinate 
besitzt, da andernfalls ersichtlich der 
Weg PO bereits der gesuchte ist. Wir 
führen nun folgende geometrische Konstruktion 
aus (Abb. 21): Für die verschiedenen, überhaupt 
möglichen Wege von P bis zur Kante 5b tragen 
wir die ersten Wegetrile w*—= PU, vom Punkte U, 
aus in der positiven Richtung der z-Achse bis 
zu dem Punkte P, auf, die zweiten Wegeteile 
w** — 2 UW von U, aus in der entgegengesetzten 
Riehtung bis zu dem Punkte 7. Der geome- 
trische Ort der Punkte T; ist dann die 
Gerade ?! durch O mit dem spitzen Winkel 
—& (t/x), der durch te7—=e& bestimmt ist. 
Der geometrische Ort der Punkte P; dagegen ist 
durch die Gleichung bestimmt: 2? — w*?= (l — x)? 
+p°, wo p das Lot P/’, von P auf die Kante a, 
die Entfernung OU, und x die Koordinate OU, 
bezeichnet, oder durch die Gleichung 7? — 5? = p®, 
wenn wir für einen Augenblick das parallele 
5, 7) System mit dem Anfangspunkt U, einführen, 
d.h.: der geometrische Ort der Punkte P 
ist die gleichseitige Hyperbel mit dem 
Mittelpunkt U, und dem Scheitelpunkt P. 
Der gesamte Weg vw — w* + w** ist dann für Abb. 20. 
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jeden Wert r—= OU, durch die Strecke P’, T; dargestellt. Man sieht weiter leicht: 
Für 2 >! wird der Weg ıw mit wachsendem Werte x stets größer, da Gleiches sowohl 
für 20* wie :0** gilt. Für die Bestimmung des Minimums des Weges kommt daher allein 
der Bogen P, P der Hyperbel mit der 
\ entsprechenden Strecke OT, von £ in 
u \ n ** Betracht, wo P,. der dem Punkte 
” /',—= 0 entsprechende Punkt ist (Ab- 
bild. 21). Man kann dann sehr leicht 
sogleich folgenden Satz beweisen: 


= 


Gilt für den spitzen Winkel 
7„, den die Tangente im Punkte 
P, der Hyperbel (oder die Par- 
allele zu ihr durch den Punkt ()) 
mit der x-Achse bildet, die Un- 
gleichung 7„>[tr, so gibt es stets 
eine zu £ parallele Tangente der 
Hvperbelmitihrem Berührungs- 








1 cC } t punkt Pzwischen P,P,. Ist dann 
T der entsprechende Punkt zu 
P, so stellt PT das gesuchteMi- 
nimum der Wegelänge w dar, zu dem leicht die Wegeführung PUWYV selbst 
zu zeichnen ist (vergl. später Abb. 24). 


Abb. 21. 


Ist aber der Winkel 7, 7, so ist stets wieder PO die kürzeste Wege- 
änge (Abb. 21) 


10. Nähere Diskussion der beiden Möglichkeiten für die Wegeführung. 
Da die Lage des Punktes /’, und der Hyperbeltangente von P, aliein von der Lage des 
Punktes P abhängt, so wollen wir noch untersuchen, für welche Lage von P dann 
7„>rt bzw. „u. r wird. Da stets z„ < 45° ist, so ist natürlıch 7, - z, wenn 7 — 45° 
d.h. &-= I ist. Wir haben uns daher überhaupt nur noch mit dem Fall 7 <{ 45° oder 


. 


e<Z 1 näher zu beschäftigen. 

Die Tangente im Punkt P, für einen durch einen gegebenen Punkt P festgelegte 
gleichseitige Hyperbel läßt sich nun bekanntlich wie folgt konstruieren (Abb. 22): Man 
lege durch P, die Parallelen zu den beiden Asymptoten mit den Schnittpunkten E, F auf 
diesen. Die Tangente ist dann die Parallele zu EF. Da nun die Tangente denselben 
Winkel Ö mit P,F bildet, wie die andere Diagonale 7, U, des Rechtecks P,E U, F, so 
hätte man die Tangente auch einfacher durch Abtragen des Winkels d=U, P,F nach 
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der anderen Seite finden können. Hierbei ist noch die Gerade /’, F einfacher durch 
ihren Schnittpunkt @ mit der x Achse festgelegt, indem OP, —=0G@ ist. 

Wir suchen nun umgekehrt den geometrischen Ort aller der Punkte 7, für welche 
die Tangente f£, in dem jedesmal zugehörigen Punkte P, zu der gegebenen Geraden / 
parallel ist, so daß also dann „= ist, wo der feste Winkel z < 45° sei (Abb. 23). Zu 
dem Zweck gehen wir aus von einem beliebigen Punk'e P, mit der Tangente /, |f, be- 
stimmen den Schnittpunkt @ der x-Achse durch O@—= OP, und tragen den Winkel 
ö— 45° — r, den die Tangente /, mit P„@ bildet, nach der anderen Seite an P.„G an. 
In dem Schnittpunkt U, des freien Schenkels mit der x-Achse errichten wir das Lot und 
bestimmen auf ihm den Scheitelpunkt P der zugehörigen Hyperbel durch OP’ —= OP... 

Da nun die Konstruktion des Punktes P für einen beliebigen anderen Punkt P, 
auf der w*-Achse eine ähnliche Figur bezüglich des Punktes O ergibt, so folgt als 
Resultat: Der geometrische Ort aller Punkte P, welche im jedesmal zu- 
gehörigen Punkte P, eine zu f parallele Tangente /, bedingen, ist diejenige 
Gerade s durch O, deren Neigungswinkel © gegen die x-Achse durch die 
Gleichung <0os o—=tgr bestimmt ist. 

Die Gerade s ist also in Uebereinstimmung mit unserer früheren Ueberlegung nur 
dann reell, wenn 7 — 45° ist. Die Gerade s ist für jede Lage von ? hiernach leicht zu 
konstruieren. Ist die Gerade s somit festgelegt, so folgt als Ergänzung des Satzes S. 62 
nunmehr: 

Im Falle 7<{ 45° gilt bei der entsprechenden Hyperbel für den spitzen 
Winkel z, der x-Achse und der Tangente in dem jedesmal zugehörigen 
Punkte P, die Ungleichung „>r für alle Punkte P (mit positiven x, w*-Ko- 
ordinaten) zwischen den Strahlen x und s, dagegen z, - r für alle Punkte P 
zwischen den Strahlen s und w* mit Einschluß beider Geraden. 


Ist nun P in dem »Bereich 
7, >7« gegeben und die zugehö- 
rıge Hyperbel bestimmt, so findet 
man auch leicht die zu Z parallele 
Fangente mit dem Berührungspunkt 
P (Abb. 24) (entweder durch ein- 
faches Anlegen dieser Tangente 
oder durch bekannte geometrische 
Konstruktionen). Hiermit ist dann 
auch der kürzeste Weg PUWV 
selbst bestimmt, der in Abh. 24 
stark eingezeichnet ist. 

Zweifellos gewährt diese geo- 
metrische Lösung unserer Aufgabe 7 
den besten Einblick in die ganzen 
Verhältnisse. Wir wollen zur Er- 
ränzung und zum Vergleich ganz 
kurz einen Blick auf die analyti- 
sche Lösung werfen. 

Ein beliebiger Weg y— PU, 
+ (U, W, +W;V;) = w*—- w** unter Abb. 24, 
der gegebenen Steigung y wird für 
PU,—=p, OU,=! durch die Formel gegeben: 











y= \p? + (I—ı)’+ 81. 
Die Gleichung Eu; 0 ergibt: - ER. 


dr | p‘ 4 (i- a)” 


oder: Ep 


—=!1F R 
ı - .® 


Füre—ı (d.b. = 45° vergl. S.6?) ergibt sich keine reelle endliche Lösung. Für 
€ < 1 liegt in dem IntervallO< rc -! nur dann die allein in Betracht kommende Lösung 
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2 m2 
on & > ® 
wenn {!’ — _ „ist oder 
1 — e‘ 
L a2 ı > 2 2 > 
co8’do= — —, € =tg’r oder cosc Ztgr 
p’ +1 


ist, was den Sätzen 8. 62 und 63 « ıtspricht. 
Es bleibt dann jedoch noch nachzuweisen, daß dem Werte c ein Minimum ent- 
spricht. Es ergibt sich nun 
day p* N u 
Aa >00 ürs=z 
dx | (p? + (1-- 2)2)3 


womit die Existenz eines Minimums nachgewiesen ist. 


’ 


11. Zweite Art der Wegeführung mit Nebenbedingungen über eine drei- 
seitige Ecke. Endlich wollen wir noch eine Aufgabe behandeln, der dieselbe Gelände- 
erhebung wie bei der vorigen Aufgabe (S. 60) zugrunde liegt. Es seien dann noch 

zwei Punkte P, & in der Hori- 


or zontalebene des Geländes ge- 
w" geben der Art, daß bei dem 
/ ebenfalls bereits S. 60 einge- 


führten (x, z)-Koordinatensystem 
und einen analog eingeführten 
(xı, 2ı)- Koordinatensystem be- 
züglich der Kante 5b die Punkte 
P,@ eine positive z- oder z2ı-Ko- 
ordinate besitzen, die mit p 
bzw. qg bezeichnet sei (vergl. 
Abb. 25). Ferner soll natürlich 
die gerade Verbindungslinie PQ 
die Basisfläche der Gelände 
erhebung durchschneiden. Hier- 
aus folgt sogleich, daß wenig 
stens für einen dieser Punkte 
— und wir wollen als solchen 
den Punkt P annehmen — der 
Fußpunkt U, des Lots von P aui 
die Kante a eine positive &-Ko- 
ordinate besitzt; denn im an- 
deren Falle müßten ja beide 
Punkte P, & in dem von dem 
positiven z, 2, -Halbachsen ge- 
bildeten, konkaven Winkelraum 
liegen, wenn der Basiswinkel v’ 
der Geländeerhebung kleiner als 
Abb. 25. 90°, oder in dem von den nega- 
tiven &, &ı - Halbachsen gebil- 
deten konkaven Winkelraum, wenn der Basiswinkel 0 größer als 90° ist, so daß in beiden 
Fällen die Strecke P@ die Basisfläche der Geländeerhebung nicht schneiden würde. Es 
handelt sich nun um folgende 








Aufgabe 5: Es soll von dem Punkt 7? die kürzeste Wegelinie bis zu 
dem Punkte @ gelegt werden unter der Bedingung, daß der Weg über die 
(reländeerhebung eine gegebene Steigung y hat. 

Wie auf S. 60 sollen für die Steigung 7 die dort aufgestellten Ungleichungen 
gelten; auch wollen wir unserer Anschauung zu Liebe wie dort die Möglichkeit U, W Vı 
der Wegeführung über die Geländeerhebung bevorzugen (vergl. Abb. 20). Die Strecke U, Vı 
ist dann also auch parallel zu der Strecke UV, wo U,V die Punkte des gesuchten Weges 
auf den Kanten a,b sind. Es sei nun in der Abb. 25 sogleich die Parallele durch UV, 
zu U, Vı gelegt, welche die Kante b im Punkte V trifit. Wir können auch der ein- 


facheren Uebersicht wegen noch annehmen, daß die Koordinate &ı = O V des Punktes V 
größer ist als die (positive oder negative) x,-Koordinate m des Punktes V,, da im andern 
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Falle man einfach die Bezeichnungen der Punkte P,@ (und damit natürlich auch der 
Kanten a,b) vertauschen Könnte, um dies zu erreichen. Dann erkennt man leicht schon 
das wichtige Ergebnis: 

Der Punkt U des gesuchten kürzesten Weges muß notwendig der 
Strecke OU, angehören (einschließlich der Endpunkte dieser Strecke). Denn 
für jeden anderen Weg, der von P aus nach einem Punkte U, auf a führt, wo die 
z-Koordinate von U; größer als /, die x-Koordinate von U, ist, wird die gesamte Weere- 
länge um so größer, je größer 7, U, wird, da dies auch für die einzelnen Teile P 7’, 
U, W;V:, V,@ des Weges gilt (vergl. die Abb. 25). 

Es bleibt jetzt also noch übrig, zu entscheiden, ob der die Geländeerhebung um- 
gehende Weg PO der kürzeste ist oder ein Weg über die Geländeerhebung, und im 
letzteren Falle den Weg selbst zu konstruieren. Hierzu ist nun eine eingehendere Unter- 
suchung notwendig, und wir führen dafür zunächst eine analoge Konstruktion aus wie 
bei der vorigen Aufgabe (S. 61). 

Für die verschiedenen überhaupt möglichen Anfänge des Weges von P bis zu 
einem Punkt U, der Kante a denken wir die Strecken PÜ/, vom Punkte U; aus in der 

—> 
Richtung Vı U, abgetragen. Die Endpunkte der abgetragenen Strecken seien mit P/ be- 
zeichnet (Abb. 26a). Der geometrische Ort der Punkte P; ist dann wieder ein 
Zweig einer gleichseitigen Hyperbel Ah,. Diese Hyperbel kann man auch aus der 
gleichseitigen Hyperbel Ah, des Satzes S. 61 durch eine perspektive Affinität entstanden 














en „8 j rn ef’ b 
RAT712726a X=A RATT2 Z26h a=T f 


Abb. 26a. Abb. 26b. 

denken, welche durch,die Kaute a als Aflinitätsachse und irgend zwei demselben Punkt U, 
zugehörige Punkte P;,P/ bestimmt ist (Abb. 26a). Die Hyperbel A, der Punkte /’ hat 
daher auch den Punkt Ü, zum Mittelpunkt und ihre (zu einander senkrechten) Asyınptoten- 
richtungen ergeben sich sehr einfach, wenn man den dem Punkt U, zugehörigenden 
Punkt Po (wo also //', Po gleich 7, P und parallel V, //, ist) mit den Schnittpunkten G, H 
der Affinitätsachse a und des Kreises um U, mit dem Radius //', P verbindet (Abb. 26b). 
(Die Richtung der Hauptachse für die neue Hyperbel wird ferner durch die Parallele 
durch U, zu JPo gegeben, wo J der Schnittpunkt des genannten Kreises mit der Ver- 
längerung von PU, ist. Es sei noch nebenbei bemerkt, daß die Richtungen von a und 
U} Vı konjugierte Durchmesserrichtungen der neuen Hyperbel sind.) Die Gleichung dieser 
Hyperbel ist einfach 7°?—'?= p?, wo die schiefwinkligen (& „')-Achsen durch die Kante a 
und die Parallele durch U, zu U, Vı gegeben sind (vergl. die Gleichung S. 61). 

Die Konstruktion des Hyperbelzweiges der Punkte P/ ist hiernach leicht in be- 
kannter Weise auszuführen (auch ihres Scheitelpunktes $1). 


In entsprechender Weise ergibt sich für die überhaupt möglichen letzten Teile 
des Weges von einem Punkte V; der Kante b bis zum Punkte Q ein Zweig einer anderen 
gleichseitigen Hyperbel als geometrischer Ort der Punkte (@:, welche die End- 

> 
punkte der von V,; in der Richtung // V abgetragenen Strecken V;@ sind. 
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e* Mit den beiden Hyperbeln Ah,, 
Iw’ h, der Punkte P; und Q/ nehmen 





wir jedoch noch eine Veränderung 
vor im Hinblick darauf, daß in 
der Abb. 25 jeder mit der gege- 
benen Steigung y in der vorgege- 
benen Weise geführte Weg //;,W;V; 
über die Geländeerhebung gleich 
),-U,V, ist, wo A> 1 eine be- 
stimmte Konstante bedeutet. Dem- 
gemäß sollen die Strecken PU; 
und @ V; in dem Verhältnis von 
1/A von U, bzw. V; aus verkleinert 
werden. Diese Umformung ist ja 
auch eine perspektive Affinität mit 
derselben Affinitätsachse a bzw. Db. 
Aus den Hyperbeln A, und A, 
gehen somit neue Hyperbeln A,’ 
und Ah, mit den einzelnen Punkten 
P:!' und Q/’ hervor (Abb. 27). Man 








x-a c’ z,=b erkennt auch sogleich, wovon wir 
bald Gebrauch machen, daß die 
Abb. 27. Winkelräume der Asymptoten für 


diese neuen Hyperbeln stumpf 
sind oder die Tangentenrichtungen des einzelnen Hyperbelzweiges von der einen Asymptote 
bis zur andern sich je um einen spitzen Winkel ändern. 


12. Bestimmung des Wegeminimums. Zieht man nun in der Richtung U, Vı 
die Parallele von einem beliebigen Punkte P;’ der Hyperbel h,’ bis zum Punkte @;' der 
Hvperbel A,', so stellt die mit A multiplizierte Strecke //' Q.’ die wahre Länge des den 
Bedingungen entsprechenden Weges PU, W;,V;@ dar. Die Lösung unserer Aufgabe be- 
ruht also jetzt darin, die kleinste solcher Strecken P;/’ @’' zwischen den beiden Hyper- 
beln A,’ und A,’ in der bekannten Richtung //, V, zu finden, wobei wir nach dem Satze 
S. 65 bereits wissen, daß der zugehörige Punkt U der Strecke O U, angehört. 


Nun ergeben sich sogleich die schon oben angedeuteten beiden Möglichkeiten: 
Entweder geht die gesuchte kleinste Strecke Pi’ @” durch den Punkt OÖ, so daß dann 
PO der gesuchte kürzeste Weg ist, oder nicht. Unsere Zeichnung entscheidet nun sehr 
leicht zwischen diesen beiden Möglichkeiten: Es seien nämlich P,", Q." die Schnittpunkte 
der Hyperbeln A,” und A," mit der Parallelen durch O zu U, V,; auch mögen die Tangenten 
in diesen Punkten P," Q.’ an die Hyperbeln gezeichnet sein. Es gilt dann der Satz: 


Je nachdem die Tangentenrichtungen der fraglichen Hyperbelzweige 


von diesen Punkten P,, Q” aus divergieren oder konvergieren, liegt die 
erste oder zweite Möglichkeit vor. 


Wenn nämlich diese Tangentenrichtungen divergieren, so nimmt die zu U, Vı 
parallele Strecke P/’ Q/’ zwischen den beiden Hyperbelzweigen von der Anfangslage P;" Q 
aus zunächst zu und kann überhaupt niemals abnehmen. Denn da ja die Strecke Pi’ @” 
dem Satze S. 65 gemäß auch stets zunimmt, wenn der zugehörige Punkt U; über U, hinaus- 
gelangt ist, so müßte sonst P; Q;' ein Maximum und ein Minimum bei dieser Verschiebung 
durchlaufen, was ausgeschlossen ist. Jedem Maximum oder Minimum würden ja 2 parallele 
Tangenten in den Punkten Pi’ und Q/” an den Hyperbelzweigen entsprechen. Von einem 
Maximum zu einem Minimum müßten aber die beiden Tangentenrichtungen sich zusammen 
um 180° gedreht haben; das aber ist unmöglich, weil, wie wir wissen, die Tangenten- 
richtung jedes Hyperbelzweiges sich iiberhaupt nur um einen spitzen Winkel ändern kann 
(vergl. Abb. 27) Wenn aber die Tangentenrichtungen in den Punkten P,", Q." konver- 
gieren (oder im Grenzfall parallel sind), so muß notwendig ein und nur ein Minimum 
der zu U, Vı parallelen Strecken P;' Q;' für den Bereich O U, des zugehörigen Punktes U, 
existieren (Abb. 28) und wir stehen dann vor der weiteren Aufgabe, dieses Minimum zu 
bestimmen. Es gilt dann also in diesem Falle diejenige zu U, Vı parallele Strecke P/’ Qi" 


„ 


zu finden, welche parallele Tangenten in den Endpunkten an die Hyperbeln Ah,", h,’ er- 
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gibt. Diese Aufgabe ist mit Zirkel und Lineal nicht lösbar: wir verfahren graphisch 
folgendermaßen: 

Wir ersetzen den einen Hyperbelzweig, etwa h,’, durch eine seiner Tangenten, 
z.B. die Scheiteltangente f in S;, insofern wir dann für jede Parallele P/’ Q@’ zu U, Vı 
die Strecke zwischen dem Hyperbelzweig h,' 


und seiner Scheiteltangente an den Punkt @/’ Po 
—> 
in der gleichen Richtung U, Vı ansetzen. Der iM 


Ort der Endpunkte dieser angetragenen Strecken 
ist dann eine Kurve X, die sich leicht genau 
zeichnen läßt, zumal man auch in jedem kon- 
struierten Punkt der Kurve k auch die Tan- 
gente hinzufügen kann. Zieht man dann zur 
Scheiteltangente f von h, an diese Kurve k 
die parallele Tangente @ mit dem Berührungs- 
punkt D, so gibt die durch D gelegte Par- 


allele zu U, Vı die gesuchte Lage ?Q von 
P' Q an und damit auch den gesuchten 
kleinsten Weg PUWYVRQ (Abb. 28). 


Ganz ähnlich, wie bei der vorigen Auf- 


gabe kann man noch die Fıage aufwerfen: hr, 
Welches ist bei einem gegebenen Punkt P in p 
einem vorliegenden Gelände der Bereich für [7 


alle Lagen des Punktes Q, so daß dann POQ 
der kürzeste Weg wird? Ohne hierauf allzusehr 
einzugehen, wollen wir nur angeben: Es kann 
wohl sein, daß überhaupt für alle zulässigen 
Lagen von @ immer PO der kürzeste Weg Abb. 28. 

ist; das findet z. B. schon dann statt, wenn der 

Weg U, WVı, (Abb. 20) größer als () O+OVı, ist. Sonst aber wird der genannte 
Bereich für @ jetzt ebenfalls (vergl. den Satz S. 63) von einer durch O gehenden Geraden s 
begrenzt als dem geometrischen Ort aller derjenigen Punkte Q, für welche die Tangenten 
in den Punkten P,”, Q." parallel sind. Um dies zu beweisen, wolle man beachten, daß 
für alle Lagen @ auf einer durch O gehenden Geraden der aus @ fließende Teil der 
Abb. 23 mit den Hyperbein A,,h, stets ähnlich bleibt, also auch parallele Tangenten in 
all den zugehörigen Punkten Q,' besitzt. 





13. Andeutung der analytischen Lösung. Nur einen kurzen Blick wollen wir 
noch auf die analytische Lö>ung der letzten Aufgabe werfen. Die Länge eines beliebigen 
zulässigen Weges ist ja: 


y=PU+(UW+WV)+VQ=Vp+l— a’ +u:-c+Vg’+(m— re), 


wo p, q, I, m die in der Abb. 21 angegebenen konstanten Strecken, die unabhängige 
U Wi + WiVe 


Variable x die Strecke O //;, und u,» die konstanten Streckenverhältnisse ınd 


OV; . ’ : . : 
“ bedeuten. In einem rechtwinkligen (x, y)-Koordinatensystem gedeutet, stellt diese 


Gleichung eine in engster Beziehung zur Kurve k stehende Kurve 4. Ordnung dar. Die 


. . [) ” “ [} . 10 
zur Bestimmung eines Minimums der Funktion y sich ergebende Gleichung 2 —=0 stellt 
dzT 


jedoch eine recht komplizierte Gleichung 8. Grades dar. Die Ueberlegenheit der 
geometrischen Methode springt hier so recht hervor. 


14. Beziehung zu allgemeinen Aufgaben der projektiven Geometrie. 
Allgemein betrachtet erweist sich unsere Aufgabe hinsichtlich ihrer geometrischen Lösung 
Ja nur als spezieller Fall der folgenden: Für zwei gegebene Kegelschnitte solche 
Paare paralleler Tangenten zu bestimmen, daß die Verbindungslinie der 
Berührungspunkte eine gegebene Richtung hat. 

Inbetrefi dieser Aufgabe sei nur kurz angedeutet: In projektiver Allgemeinheit 
lautet diese sich selbst duale Aufgabe: 

5* 
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Auf zwei gegebenen Kegelschnitten kı,k, solche Punktpaare P,Q zu 
finden, daß ihre Verbindungslinie durch einen gegebenen Punkt M geht 
und der Schnittpunkt AR ihrer Tangenten auf einer durch M gehenden, 
gegebenen Geraden g liegt (Abb. 29). 

Diese Aufgabe können wir leicht zu einer 
bekannten Aufgabe der darstellenden Geometrie in 
Beziehung setzen: Man lege durch den Punkt M 
irgend eine Gerade d im Raum, wähle auf dieser 
zwei Punkte Eı, Es und projiziere die beiden Kegel- 
schnitte von ihnen aus durch zwei Kegel. 

Man denke nun an die gewöhnliche Kon- 
struktion von Punkten und Tangenten der Durch- 
dringungskurve 4. Ordnung beider Kegel. Eine 
beliebige Hilfsebene durch die Gerade d schneidet 
ja die beiden Kegelschnitte %kı, %k, in je 2 Punkten, 
die bzw. mit E,, Ey verbunden vier Punkte der 
Raumkurve liefern und die Tangente in jedem 
solchen Punkte dieser Raumkurve geht ja durch den 
Schnittpunkt der Tangenten der beiden zugehörigen 
Kegelschnittpunkte hindurch. Die gesuchten Punkte R auf g sind dann einfach die 








Abb, 29. 


Schnittpunkte von g mit der Tangentenfläche der Raumkurve 4. Ordnung. 772 
KLEINE MITTEILUNGEN 
&;Senkungsmittelwert und Aehnlichkeits- s=|\F-«, y=|\F-y 


bedingung für Platten und Balken auf iso- 
troper elastischer Unterlage. 1. Senkungs- 
mittelwert. Die Senkung w(x,y) [= Verti- 
kalkomponente des Verschiebungsvektors eines Sf edy—i, //H @,y)derdy—1i 
Punktes (x.y) der Grenz bene z = des elastisch- r j F ü 

isotropen Halbraums!t) infolge von Pressungen 


pP (x, y) = Pm II (z,y) = pm - Il (x, y') 
ein, für welche die Beziehungen 


gelten. Analoge Beziehungen gelten für &’° und 
p(x.y), die senkrecht zur Grenzebene wirken } 5 4 en 5 bien 
. sodann sind die Werte x, y’ für alle 


Druckspannungen posiliv gerechnet), ist 
h | ) entsprechenden Punkte von geometrisch 


» » u .. . x .. “ . .. . 
p(&ö,n)d&an M ähnlichen Grundflächen identisch, ähnliche 
wit, - i £ e i 
y ,, r Lage des Koordinatensystems vorausgesetzt. 


Je Vz — 8° + (y—n) 


F Zwei zu ähnlichen Grundflächen 7, und 7, ge- 


Darin bedeutet © = . eine elastische age Prossungsverleilungen Pı (Cr Yı) 
nt und Ps (&%s,y5) heißen ähnlich, wenn die 
Konstante des den Halbraum erfüllenden iso- Pressungsfunktionen IT, (@&, yı) = Is (%:, Y>) 
tropen Stoffes, & und n sind die zur x- bzw. — II (x’,y’) für alle entsprechenden Punkte 
y-Achse gehörigen Integrationsvariablen. Das ut, Yıa=] F\,2.y' der beiden Grund- 
Doppelintegral ist über alle Elemente der be- flächen übereinstimmen. 
lasteten Grundfläche F zu erstrecken. Zur Für die Senkung an beliebiger Stelle (x, y) 
Grundfläche F RER welche durch eine der Grenzebene der Unterlage gilt mit den 
oben definierten Verhältniszahlen 
oder mehrere ge schlossene Kurven begrenzt p 1 F . 
sein kann, rechnen wir hier willkürlich alle w (z,y) = —_dW. y)=- 2 (8,y' (2a). 
diejenigen Flächenelemente, in denen die Pres- c i 
sung p(x,y) von Null verschieden ist. Darin hängt die Senkungsfunktion 

‚ei ie rcatzkraf ’ Ip ’)er nee er. 

Sei die Ersatzkraft aller Pressungen N 1 /f IT ce", "a®an' us 
von Null U Pm EV). Wir führen nur von der Gestalt der Grundfläche F und 
Verhältniszahlen x’, y’, 77 durch die Gleichungen und der Art der Pressungsverteilung 77 (x, y') 

ig Leg ab. Die Senkungen innerhalb zweier ähn- 

l) Die Grenzebene des Halbraums sei der Ein- licher Grundflächen heißen ähnlich, wenn 
fachheit halber horizontal angenommen. Der Null- die Senkungsfunktionen übereinstimmen. 
punkt des rechtwinkligen Koordinatersystems Der Mittelwert der Senkungen innerhalb F ist 
(O, r,y. z) liege in der Grenzebene, die +z-Achse 

a Be pm VHF P 
weise vertikal nach unten, in den Körper hinein. Om = mE — Am. . . (38), 
Massenkräfte seien nicht vorhanden. c oYF 
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wenn 


(,, | f 2(c,y)dx'dy 
"FE 
N » j® » ,® IIı(®., )da®dan' 
— (Jaway || ; 
”,, a y (2 — &')? + y’— n')® 
F : 


Ey u masan 
ae gr 
I: V@e-8 +(y—r) 


"/ffarav- [[penaear 
gr ° 


(3b) 


E 
der Mittelwert der Senkungsfunktion 2 (x, y’) 
innerhalb der Grundfläche F ist. Für ähn- 
liche Grundflächen und bei ähnlicher Pres- 
sungsverlteilung ergibt sich die Verhältniszahl 
2m gleich groß. 

In der nachfolgenden Tafel (4) sind die 
Werte 2m für einige einfache Belastungsfälle 
von quadratischen und kreisförmigen Grund- 





flächen angegeben!) (a = Halbmesser der 
Kreisfläche, s < a = Abstand des belasteten 


:lementes vom Mittelpunkt der Grundfläche). 
\lan beachte die verhältnismäßig kleinen Un- 
terschiede zwischen den verschiedenen 2,- 








\Verten 
/ 1) 
Nr II | Sm 
ı [Quadrat ) 0,946 
2 Kreis 1 0,958 
g? 
3 > 2 (i — ;) 1,022 
a? 
28° 
5 > ı+x(1- 7 0,958 + k. 0,0639 
a 
PL 
5 » de 0,894 
a 
1 . 
6 > 0,886 
I y: oe e ($2 = konstant) 





2. Bedingung ähnlicher Pressungs- 


und Senkungsverteilung bei Platten 
auf isotroper elastischer Unterlage Es sei 


vorausgeselzt. daß die Platte ‘konstanter Stei- 
figekeit D) im Anfangszustand an allen Punkten 
Ihrer Unterseile auf der Grenzebene des Halb- 
raums aufliest und daß diese Berührung auch 
nach der Belastung der Platte überall erhalten 


bleibt. \Wirken die bekannten Pressungen 
'x.y) parallel zur z-Achse auf die Platten- 


oberseite, so tritt infolge der Nachgiebigkeit 
der Unterlage Verbiegung der Plalte ein. Da- 
bei sollen zwischen Platte und Ilalbraum nur 
Normalspannungen übertragen werden, nicht 
aber Schubspannungen, was man z.B. durch 


) Zu Nr. 3 bis 6 der Tafel (4) vergl. Boussi- 
nesq, Application des potentiels, Paris 1885; zu 
Nr 1, 2, 6 8. Schleicher, Zur Theorie des Bau- 
grundes, Der Bauingenieur Bd 7 (1926), Heft 48/49. 


ein Schmiermittel in der Berührungsfläche in 
sroßer Annäherung erreichen kann. Bezeichnet 
man die zwischen Platte und Halbraum über- 
Iragene Pressung mit p(x,y), so genügen die 
Durchbiegungen w(x,y) der Punkte der Plat- 
tenmiltelebene der Plattenbiegungsgleichung 
Vtuw(ey)=1UD$fya,y) —p(a,y} . (5). 
Sie sind aber auch genügend genau gleich 
den nach (1) berechneten Werten der Senkun- 
kungen der Punkte der Grenzebene des Halb- 
raums. Eliminiert man in (1) mittels (5) die 
zunächst unbekannten Pressungen p(x,y), so 
erhält man die folgende Integrodifferential- 
sleichung für die Senkungen w(x,y), zu der 
noch gewisse Randbedingungen hinzukommen. 


1 (&,7 M)—-DYtwt,n) » 
ff dzdn (6a). 


(2) = 
V (- — 5? + (y—n)® 





Eliminiert man dagegen die Senkungen, so 
folgt statt dessen 


2 E„ E , 
dpa Un N .) (6b) 
U V@-: + y— n)? 


als NO für die Pressungen in- 
nerhalb 7; außerhalb F ist p=q=0. Mit 
den oben definierten Verhältniszahlen und mit 


q (x, y)= gr Pe), y') 
folgt 
ide > DIAE,n’) (7a), 


ana FR 
ae’ —s . 


bzw. # 
P(x,y) — II(a, y') 


a rhT v.| j (= Ve 


TR l’. 


WW —n') 


Maean 
6 . (7b) 


My — rn’? 


innerhalb der n=r=0 
außerhalb. 

Für zwei Plalten von geometrisch ähnlicher 
Grundfläche und gleicher Belastungsverteilung 
P(x,y') ergeben sich nach (7) dann ähnliche 
Biegungsflächen (x, y’) und ähnliche Pres- 
sungsverteilungen I// (x, y) wenn (gleiche 
Randbedingungen vorausgeselzt) die Verhältnis- 
zahl 0 rs 


’ 


de WELLE EEE |” 


für beide Platten denselben Zahlenwert an- 
nimmt.  PBezeichnet man analox 


2 
E 
C=(= (” ) 
m? —1 [71 


den entsprechenden Ausdruck für das (iso- 
Irope) Plaltenmalerial mit 
a m? E 
Up = - 
m‘ »_1 
so nimmt die Aehnlichkei sbedingunmg 
m? E ) n? 
m?—1/pı12 
auf isolroper Unterlage die folgende Gestalt an 
(h = Plattendicke): 


| F\3 0, 
a= ( ) — =konst. .... (8b) 
Cpı 


für Platten konstanter Steifigkeit D (” 
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Oben wurde vorausgesetzt, daß sich die 
Platte au keiner Stelle von der Unterlage ab- 
hebt. l’alls zwischen Platte und Halbraum 
nicht auch Zugspannungen übertragen werden 
können, muß die Platte dafür eine gewisse 
\indeststeifigkeit besitzen, welche 
außer von Größe und Gestalt der Grundfläche 
auch von der Art der Verteilung der Belastung 
der Platte, sowie von den Randbedingungen ab- 
hänst. Ist diese Voraussetzung erfüllt, so be 
steht unter sonst gleichen Verhältnissen Pro- 
porlionalilät zwischen der Gesamtlast ? einer- 
seils und den Pressungen und Senkungen an- 
derseits, was z. B. beim Ilertzschen Berüh- 
rungsproblem nicht der Fall ist. Interessant 
ist, daß die Senkungen nach (2a) proportional 


y I’ bzw sind. und nicht etwa proportional 
VF 
1 ’ ’ 
F bzw ‚ Bei Modellversuchen wird man 
F 


vergleichbare Ergebnisse nur dann erhalten, 
wenn man die Aehnlichkeitsbedingung (8b) be- 
achtet. 

/wei Platten gleicher Grundfläche 7, gleicher 
Unterlage Cy, aber aus verschiedenem Bau- 
stoff, ergeben unter sonst gleichen Verhält- 
nissen dann ähnliche Verbiegung und ähnliche 
Pressungsverleihuingen, wenn 

E 2080 

MW: = V( pi: V Op 
ist, d.h. eine Betonplatte muß für diesen Zweck 
rund doppelt so dick sein, wie eine Eisenplalte 

Zwei gleichgroße Platten aus gleichem Bau- 
stoff, aber auf verschiedenen Unterlagen geben 
ähnliche Verbievung, wenn 

3 3, 
NW: = V Ur’: VCr" 
ist, d.h. die Platte auf einer Eisenunterlage 
muß rund doppelt so dick sein, wie die Platle 





auf einer Belonuntlerlave. 


>». Achnlichkeilsbedinsung für Bal- 
ken auf isotroper elastischer Unter- 
lasse. Sei 2a die Länge, 2b die Breite der 
rechleckigen Grundfläche. x aund y=—b 
deren Bevrenzung. Wenn D <a ist. kann man 
ın (1) für eine erste Annäherung Ew en, 0 

oy 

selzen. Integriert man nach der y-Richtung 
und ersetzt man weiter w/x,y) annähernd 
durch w(x,0o), so folgt 


+ A ze 
1 f #— E82? + 95° +H 
w(a) = | p (£) In Ä dE 
nC, Ve—8? +0 —b 
Pn V F R 
uhr 2(2”) ... (9a), 
worin 
+ a/h 
i b ’ 
2(e) = y | II (&") 
2n Ad, 
a/b 
f „ Ben 2,9 
nl a ee Fu Er 
Ya’ 2 21-1 
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und x==:bx’” ist. Die Senkungen m(x) ge- 
nügen der Differentialgleichung für die Balken 
biesung 
EJa'w (x) 
2b dx! 
oder mit den obigen Verhältniszahlen 
EJ at 2 (a) 

uU . Ze „ nn a Ki h \ 

P (z’) — Il(a") = Far V Mr (10). 


b «ıı 


g(\a)—p (x) = 


Durch Verbindung der Gleichungen (9) und 
10) erhält man als Bedingungsgleichungen für 
die Senkungsverleilung bezw. für die Pressungs 
verteilung 


r ah 
» / „ £r ) 1 1 f 
(an! s 
2) = - [in ee Der p(!") 
2 rı Yalb Vx- 'P+1—1 
al 
4 Er 
_EJ a“ $2 (E") de" (11a) 
"TE 27 JE Den 


+ ab 
EJ ä' 
Du (N __ HEY u ie ger 
P(x”) — II = — | me ) 
— a/b 


Var ey + 1+1 


"In a®” „(11b). 


"EN —1 

bei gleichem Seitenverhältnis a/h der Grund- 
fläche und bei gleicher Belastungsverleilung 
Y(x’”’) stimmen danach  Senkungsfunklionen 
2(2’) und Pressungsverteilungen 77(x’”’) für 
zwei Balken auf isotroper Unterlage dann über- 
ein, wenn die Aehnlichkeitsbedingung 
/ Bi. 3 oder un! neh 3 

Cu b! Cu b! 
erfüllt ist. Daraus ergeben sich für Modellver- 
suche im wesentlichen die gleichen Schlußfol- 
serungen wie für Platten (vergl. Abschnitt 2) 


Schleicher 822 


Mainz. I". 


Ueber den Pohlkeschen Satz und die 
Konstruktion von Trägheitsellipsen. Für 
den Pohlkeschen Salz sind verschiedene i) 
Beweise geseben worden. In den folgenden 
Zeilen möchte ich einen analytischen Beweis 
seben, der in nalürlicher Weise zur Trägheits- 
ellipse führt. Die eleganten Konstruktionen von 
Heumann?) oder Schur) für die Träg- 
heilsellipse können hier sich anschließen. Ins- 
besondere ergibt sich sehr einfach der schöne 
Zusammenhang der Trägheitsellipse mit der 
Theorie der komplexen Zahlen. Auf den be.- 
kannten Salz von Gaußt#) und den Beweis von 


I) Wegen der Literatur vergl. G. Scheffers, 
Lehrbuch d. darst. Geom. 1919, I. Bd. S. 219. 
Kurz mit »Scheffers« angeführt 

?) K. Heumann, »Ueber Trägheitsmomente 
usw.« Arkiv för Math., Astron. och Fysik, 2. Bd. 
(1905), Nr. 16, S. 1 bis 18. (Scheffers S. 129). 

3) F, Schur, »Ueber den Pohlkeschen Satz« 


Journ. f. Math. 117. Bd. (1896), S. 24 bis 23. 


(Scheffers S. 139). 
») Gauß Werke, 8. Bd. Leipzig 1900, 8. 345 
bis 347. 
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Kinkelin!) sich stützend, hat Waelsch?) 
diesen Zusammenhang näher untersucht. In 
ınserer Darstellung bedürfen wir des Satzes 
von Gauß nicht, dieser erscheint vielmehr als 
spezieller Fall. 

Der Satz von Pohlke lautet: 

Dreivomeinem Punkt O ausgehende 
strecken OS, OS, OS; in einer Ebene, 
die nieht alle auf derselben Geraden 
liegen. bilden stets die Parallelpro- 
icektion eines rechtwinkligen Achsen- 
kreuzes Os, Os», Os. wobei Os; Os> 

Os, ist. 

Beweis. O sei der Ursprung eines recht- 
winklisen Koordinatensystems O0, XYZ, in dem 
die Ebene OS, Ss S;3 die X Y-Ebene sei. 

O, S;8$a$3 sei ein rechtwinkliges Achsenkreuz 
von derselben Orientierung wie das Koordina- 
tenkreuz und es sei Os, = Os: = Os; =p. Nun 
werden die Punkte s;, $>, s3 durch Parallelpro- 
iektion in die Punkte $,, S>s, S; der X Y-Ebene 
übergeführt. Es ist zu zeigen, daß bei jeder 
Lage der Punkte $S,, für die die vier Punkte 
0OS,S>;S, in keiner Geraden liegen, ein System 
von Punkten s; und eine zugehörige Projek- 
lionsrichlung gefunden werden kann. Die Koor- 
dinaten von s; seien P@,, Pßi, oy, wo p>0 
ist und @, 8, 9, die Koeffizienten einer ortho- 
sonalen Substlitulion mit der Determinante —- 1 
seien; die Koordinaten von S$, seien x, Yu. 0 
und die Richtungskosinus der Projektionsrich- 
tung /, m, n, dann hat man 


yo tom, 
(== 1,2, 8) 


s=ou+tol, 
D=oy +0 n, 
also, dan ED ist, 


O yi 
0 = — £ u 
n 
und darum 
l m 
v=-0m —0—yı, m=-oß —0— yi 
n n 
Selzt man 
I m 
4a == u y bh = “ [2 [3 [2 [3 [3 [3 (1), 
n n 


so folst 

em=t,+oayı, oag=T2a+0Ay, OMz=T3+0AY3 

oA=yırobyı, Oßs=ya+tobyn» Oßs=ys+obys 
Weiter bestehen die Gleichungen 


(2). 


ayıtmptgyp=0....(B), 
Bıyı +ßaye + Pay =0 .... (4), 
aß tm gt m ß—=0....b), 
oa?+a?+a?=1......(6), 
Hr HtE—I......(m, 
wre trpmul...... dB), 


) H. Kinkelin »Die schiefe axonom. Projek- 
tion« Vierteljahresschrift d. nat. forsch. Ges. in 
Zürich, 6. Jahrg. (1861), S. 358 bis 367. 

») E. Waelseh., Parallelperspektive, Komplexe 
Zahlen und Trägheit ebener Massen«, Jahresber. 
d. Deutsch. Math. Vereinig. Jahrg. 21 (1912), S. 21 ff. 
Auf die Arbeit von Waelsch hat mich nach der 
Abfassuug dieses Aufsatzes in freundlicher Weise 
Herr v. Mises hingewiesen. 
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A Bl Ak =-H+t1....0. 
yı y2 Y3 


Aus den Gleichungen (3) bis (8) folgt be- 
kanntlich, daß die Deierminante in (9) den 
Wert—+-1 besitzi. Durch die Forderung (9) 
selzen wir fest, daß Os,, Oss, Os; ebenso orien- 
tiert sind wie OX, OY, OZ, da ja p positiv 
sein soll. Wir zeigen jetzt, daß jederzeit die 
Größen p, a, b, a, 8, yı Sich reell und zwar 
auf zwei Arten bestimmen lassen, wenn die 
X, y willkürlich gegeben sind, so jedoch, daß 
die Punkte OÖ, $S,, S>,. S; nicht alle auf einer 
Geraden liesen. Zu diesem Zwecke trage man 
die Werle von a, &; aus (2) in die Gleichungen 
(3) bis (9) ein und erhält so Gleichungen, wel- 
che nur noch p, a, Db, Yı, Y>, Ya enthalten. Man 
bekommt so nach (3) und (4) 

Zyı=—ar. 


tr 


* * [3 [2 . (11), 
wo hier wie in den folgenden Summen der 


Zeiser 1 durch 2 bzw. 3 zu ersetzen ist, 
also z.B. 
2 yı Tı = yı Tı + ya 72 + Ya 73. 
Nach (5) folgt 
uy taeiyıyy tboeiyn ttabdb®=0 


oder nach (10) und (11) 


2 yı ie b 0 


aboet=LFaıyı. we; 3 


Aus (6) und (7) ergibt sich 
= In? +2aeiyınr, +a?o?, 
= Zy?-+25bo2r yızı + b? 0? 

oder nach (10) und (11) 
a?0?= 211? — 0? (13), bo?= FL yı? - 0? (14). 

Die Gleichung (8) wurde bereits bei der 
Herleitung von (10) und (11) benutzt; end- 
lich folst aus (9) 


az teayı m+toap 173+04a7% 
yıteoby m+tebn wtebn=g 
| N 72 Y3 
oder 
7 Tg Tz 
| Yı Ya y»l=o’..... (1b). 
Yı Y2 Y3 


Aus (12) bis (14) bestimmen sich a, b, p 
und zwar zwei Systeme von reellen zusammen- 
gehörigen Werten, wobei stets p >60 ist; dies 
soll sogleich gezeigt werden. Zu jedem der bei- 
den Systeme a, b, p erhält man aus (10), (11 
(15) eindeulig Yı, Y», Ya; denn die Deltermi- 
nante der in Y,, Y>, Ya linearen Gleichungen ist 


(Xı y—aayı)? + (aaya — 2ayı)?+(rıy3 —xıy3)? (16) 
und von Null verschieden, weil die vier Punkte 
O, 5, Se. S, nicht alle auf einer Geraden liegen 
sollen. Aus (2) ergeben sich dann a;, fi. Denkt 
man sich in jedem der Punkte $;, die Masse 1 
konzentriert, so sind Yrı?, Yyı?, Eırıyı, d.h. die 
Größen, die in (12) bis (14) auftreten, die 
Träsheitsmomenle bzw. das Zentrifu- 
galmoment (Devialionsmoment) der drei 
Massenpunkte bezüglich der x- und y-Achıse. 








1 


> 


\us (12) bis (14) folgt 
u aM |2o0 (m 
2 7 Yı ze yı? — 0° 


Dies ist aber die Hauptachsengleichung der 
Ellipse 


» 


> er 


„w—2X YSryı + Y? = 18), 


A?yy 1 
wo X, Y laufende Koordinaten sind. Es ıst die 
Trä.heilse lipse der drei Massenpunkte S,,S>, S;. 
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ist, wobei wegen I y)? > Ir? folgt, daB a < PB 
ist. Konstruiert man in der YZ-Ebene das bei 
M rechtwinklige Dreieck OMB, wo OM =, 
OB=Bß und auf der Y-Achse liegt, so gibt MB 





Sind die X- und Y-Achse die Hauptachsen 
dieser Ellipse, was wir annehmen wollen, so ist / REN 
Isyı=d0. (19), | 
und die Ellipse hal die Gleichung \ - PR 
Myry’+- Y?’Er’=1 (20). Mc. AR Er 

ls möge iy’oiıa;’ (31), RABı7Zı 

dann folgt aus (12) und (19 h 
ab 0? ==). (22). Abb. 1. 

P m 59, G00m DOM be BE Io 2 a die Richtung der Mantellinien eines der beiden 
0, und die vier Punkte O, S,, S>, S; würden ER En 2 
u site Wocsmmamibenie bs act: Meer. Vochelnse Kreiszylinder an. Die Gleichungen der Paral- 

ar 5 lelen durch © zu MB sind 

liegen. Es ist also entweder a 0 oder b=U, 

oder beide sind gleich Null. Wäre b 0, so ER a u 
wäre nach (14) p?=Xy?, also PO und Y V®-as e 
nach (13) a” =: 1? — Zyı°. (23). oder nach (27) und (26 

llieraus würde sich a reell und zwar = OU nur _ — 
dann ergeben, wenn in (21) das Gleichheits Br 2 gs I OE y° y?— Lv? si Yu 
zeichen gelten würde, die Ellipse also ein Kreis Z a? & 0? ie 
ist. Es ist auch umgekehrt immer a b—=(. Y/Z u 0 sind aber nach .1) die Glei- 
wenn die Ellipse ein Kreis ist. Nach (1) ist chungen des Projektionsstrahls. Den anderen 
dann die Projeklionsrichtung senkrecht zur Projektionsstrahl erhält man durch Spiegelung 
\Y-Ebene Man hat so den bekannten Salz, von BM an der X Y-Ebene. 
daß die Projektion nur dann eine Or- Es bleibt noch übrig, das Achsenkreuz 
Ihogonale ist, wenn die Trägheits- Os,8s58,; zu konstruieren. Zu diesem Zwecke 
ellipse ein Kreis ist (vgl. Scheffers schlage man um © eine Kugel mit dem Ra- 
S.63); dabei ist dius o,. welche den Projektionsstrahl durch S, 

?—Nr?—=!yı?. in zwei Punkten schneidet. Einen davon wähle 
ist le Hilinne Aber kein Kenia; 06 Kama d man als s, und lege nun durch O die Ebene 
. ea a senkrecht zu Os,. welche die Projektionsstrah- 

nicht gleich Null sein, weil sonst nach 23) len durch $; und S. in ss und s, trifft. Es 

vo *) MORAL wärse. on aligeme)- muß dann von selbst Oss = Os, und Os senk- 

nen Falle der Ellipse ist also nach (22 recht Os, werden. Es kann sein, daß das 

a—=V— 24), System Os,s;$; falsch orientiert ist; dann 

und dann nach (13) und (14 spiegle man das System Os,s>;s; an der duren 

vo.) Sn? (95) % senkrecht zur Projektionsrichtung gehenden 

\  c Ebene oder. was auf dasselbe herauskommt. 

N [m Er? . wähle den zweiten ‚der obigen Schnittpunkte 

= ] 30 (26). als $s,.. Wie man sieht, hängt alles von der 
Trägheitsellipse der drei Punkte $S,S;S, ab. 

Nach (25) it vo? gleich dem kleinsten 
Frägheilsmoment der drei Massenpunkte Konstruktion der Ha uptachsen der 
S; für Achsen durch © in der XY-Ebene. Trägheitsellipse. 

\us (24) und (1) folgt ! 0. d.h. die Pro- Ist aıX?-+ 2a; XAYasf?=1 
jektionsrichlung liegt in der YZ-Ebene. Wegen die Gleichung eines Mittelpunktskegelschnitts, 
des doppelten Vorzeichens in (26) erhält man und ist « der Richtungswinkel einer der Haupt- 
im allgemeinen Falle zwei Lösungen achsen. so ist 

\an kann die Richtung der Projektionsstrah- Sans 
len in eine sehr einfache Beziehung zur Träg tg 2a = A 
heitsellipse 20) setzen: Die Projektions a 
strahlen sind die Mantellinien der Für die Trägheitsellipse (18) hat man also 
beiden Kreiszylinder, welche durch 2 N mımı 
die Ellipse gehen. Sind nämlich « und ? g2a= Zar - Ey? (28). 
UM TABFOBERION SUCH TAMDEE (MH, SD (RM Dem Punkt 5; mit den Koordinaten , yı 

R RE. PER. (97) sei in der Gaußschen xy-Ebene die komplexe 
Sy? 2? = Zahl it iy: zugeordnet; nun konstruiere man 
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die Punkte 8,’ zu den komplexen Zahlen 

x;-+-iy)? und den Punkt S zu der kom- 

plexen Zahl 

(nn +iy) = a? — Zyı? 
+2ı2sıyı=u-+tin.... (29), 


dann ist nach (28) und (29) 


tr2a=v/u oder «= aArgN (a, + iyı)” (30), 
wobei die Summen über alle Punkle zu er- 
strecken sind. Damit ist « bestimmt und auch 
leicht konstruierbar. Es wird genügen, die 
Konstruktion für drei Punkte anzugeben; da- 
hei ist es geschickt, die x-Achse durch einen 
der Punkte $S, etwa $, zu legen und als Ein- 
heit OS, zu wählen. 


Y 


Ns 
N, \ 
y 7% 
/ 
/ 
/ \ 
\ / 3 
\ / S-urlv 
AB1ZZZ] > 
3 
Abb, 3. 


Zum Dreieck 2 konstruiere man in der be 
kannten Weise das ähnliche 2’, wobei entspre 
chende Winkel durch dieselben Marken be- 
zeichnet sind, und ebenso zu 3 das ähnliche 
Dreieck 3’; jetzt sind S, ss... .. u de 
jilder der komplexen Zahlen (x, — iy,)? 
x —+ 115)?, (X&3 —- 1y,). Addiert man nun die 
drei Vektoren OS,’, 08’. O8S;,’, so erhält man 
den Vektor OS, und S stellt die komplexe Zahl 
ı—-inv dar: die Halbierungslinie des Winkels 
$,;,0S ist die eine Hauplachsenrichlung, das 
lot in O0 zu ihr die andere Nebenbei be- 
merkt. hat man so auch eine einfache Kon 
struktion für das Zentrifusalmoment 

3 sı yı = v/2. 
Der Winkel @« wird unbestimmt. wenn 5 mi! 
‘) zusammenfällt. also 
za? = 2 yı,, ırı yı = 
ıst;, dann ist 
(nr +iy)”=0, 
die Trägheitsellipse ein Kreis, und die Projek- 
tionsrichlung ist senkrecht zur xy-Ebene. Man 
hat so den 

Satzvon Gaußt). Die drei Strecken 

OS,, 08, OS; stellen dann und nur 


') Gauß Werke, Bd. 8, Leipzig 1900, 8. 345 
bis 347. 
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dann die senkrechten Projektionen 
dreier von O ausgehenden Würfel- 
kanten dar, wenn zu S$,, S, 8; drei 
komplexe Zahlen gehören, deren 
QD)uadratsumme gleich Nulliist. 

Nun bietet es keine Schwierigkeit mehr, die 
Achsenlängen der Trägheilsellipse zu konstruie- 
ren und dann die Punkte s,, s. oben 

Ubrigens istes einfacher. direktnach 
24) und (26) 


Sy 2 
1 ne 
a = 0, b=+} V a 


7 


y.3 
= % 

2 

mit Hilfe einiger rechtwinkliger Dreiecke zu 
konstruieren, wo aber jetzt sich die Koordina- 
ten auf die Hauptträgheitsachen beziehen; man 
erhält so die Richtung der Projektionsstrahlen 
und p=V\rx? Is erübrigt sich, darauf näher 
einzugehen. 


Tübingen K. Kommerell 812 


Kritische Betrachtungen zur praktischen 
Berechnung der Rendite bei festverzins- 
lichen Geldanlagen. Bei der Berechnung der 
Effektivverzinsung von Anleihen oder Pfand- 
briefen wird in der Praxis im Allgemeinen 
folgendermaßen verfahren: 

I. Methode I. (Ewige Rente.) 

Ist X der Kurs der Anleihe und p der Nomi 
nalzinsfuß so wird der Effektivzinsfuß 

PER... 2A 2 ee 
K 

Nach dieser Formel sind meist die Rendite 
berechnel, die die Banken in ihren Kurszetteln 
ihren Kunden angeben. und leider auch die 
Ansaben des Stalistischen Reichsamts im Sta 
lislischen Jahrbuch bzw. in »Wirtschaft und 
Statistik Es wird dabei sellen beachtet, daß 
diese Formel nur für eine ewige Rente 
richlig ist. 

Bei Tilsungsanleihen und um solche 
handelt es sich in der Revel kommt bei 
einem Kurs über pari ein Tilgungsverlust, bei 
einem Kurs unter pari ein Tilgungsgewinn 
hinzu 

2. Methodell Berücksichtivzung des Axio.) 

Um den Verlust bzw. Gewinn bei der Til 
sung zu berechnen. wird häufig einfach das 
Avio bzw. Disasio der Anleihe durch die Lauf 
zeit (bei Ueberparikurs bis zum ersten Kündi 
sungstermin, bei Unterparikurs bis zum letzten 
Kündi ungstermin) rn dividierl. so daß als jähr- 
licher Tilgungsverlust bzw. Tilgungsgewinn 


K — 100 
z— HE GE | 


n 
seselzt wird. Es würde sich also für die Ren 
ddite der Wert 

I0O(p— 2 

= EEE 
K 

ergeben, Hierbei ist zu bemerken. daß be: 
einer derarlisen Berechnungsart iesliche Ver 
zinsung der für die Tilvung in Betracht kom 
menden jährlichen Rücklagen z nicht berück- 
sichligt ist, so daß sich bei längeren Lauf- 
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zeilen, hohem Zinsfuß oder großem Agio er 
hebliche Fehler ergeben 


3 Methode III (Berücksichtigung der 
Zinsen bei der Tilzung.) 

Um den Mangel der Nichtberücksichtigung 
der Verzinsung bei lormel (2) zu beseitigen 
hat Bethet) ein Verfahren angegeben, das für 
kurze Laufzeiten (bis zu n 8) genügend ge- 
naue Werle liefern soll. Die Berechtigung für 
diese Behauptung soll hier untersucht werden 
Bethes Verfahren beruht darauf, daß er 
unter Voraussetzung eines Ueberparikurses, bei 
Unterparikurs gilt dasselbe mit entgegenge- 
selzten Vorzeichen die jährlich zur Deckung 
des Tilgungsverlustes von den Zinsen abge 
zweisten Be rüäge bis zur Rückzahlung des Ka 
pitals mit der gesuchten Rendile verzinst denkt 
und zwar unter Nichtberücksichtisung der Zin 
seszinsen. Slalt der Formeln 


100 p 5) 


= er a 
K 
und 
| (i + = ) | 
| 100 z 
= K -100.. (5a) 
r 
100 


benulzt er also die Formeln 


100 p—z 


RE a 
K 
und 
a x 
2rz(n—|])- -2z+z(n—?2)- + 
100 100 
r 5 
z-+ 2. +: =K — 100 
100 
oder 
n('n— |] en S . 
nz + .2 — K — 100 5b). 


100 


Lew) 


Um die Abweichung des sich aus diesen For- 
meln ergebenden Wertes von x von dem rich- 
liyen Wert zu bestimmen, entwickeln wir (5.2) 
ın eine Reihe. Es ergibt sich 


(eure 
nz 2» um u 2» ‚ 
2 100 3 100? 


n 2” . s 
-( ):- +...=K—-ı1N .. (6) 


t 100° 
Es sind also bei (5b) die Glieder von der 
an fortgseblieben. Daß 
100 
sich hierbei doch recht beträchtliche Unter- 
schiede für x auch bei mittleren Laufzeiten er- 
seben, geht aus folgender Rechnuns hervor 


zweilen Ordnung in 


RK — 100 
\us (4b) folst. wenn l: veselzt wird 
n 
100 p— xrz(nk +100 nkx 
2 =D-ıI— . 
100 { 100 


Selze ich diesen Wert in (5b) ein, so ergibt 
sich 


I) Die Wirtschaftskurve, 6 Jahrgang, Heft 2, 
Frankfurt a. M. 1927. 
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nkxz ‚n—1 x n—1 2+° 
— T — - un . ) * — —e1 —_ 
p 100 2 F 100 2 100 
nn—1)k x 
2 100? 


Unter Vernachlässigung der Glieder 2. Ord- 


nung in erhalte ich: 


100 


nkx n — 1 T 
p—-ı — — D—- 2)» == k 
100 2 100 
Da nach (5b) z in erster Annäherung gleich 
k ist und nach (4b) in erster Annäherung 


] \ 


v=p—z, also r p - ist, so kann ich (7 
schreibe ı: 


n + I k 
D— k — .. f ) — l-) a“ -— r 
} wa "100 
oder 
n +1 k 
:=(p-bl1- . Ei R), 
2 100 


Um die Formel (8) auf ihre Brauchbarkeit 
zu prüfen, muß ich sie mit der sich aus (4a) 


und (5a) ergebenden l’ormel 


—_— —_ 








K 100 -. 
100 100 
gg m zT BE = - or (9) 
(i - ) — ] 
100 
vergleichen 
r 
Setze ich 1 — r. so ergibt sich 
100 
) 100 p+ 100 | 
+ rlı+2)—r. = — (10). 
K K K 


Diese Gleichuns ist am einfachsten durch 
Probieren und Interpolieren zu lösen 

Bei dem von Bethe gesebenen Beispiel der 
Braunschweiser Staatsanleihe von 1926 seien 

K == 102.2; n I; p=E, 

Dann ist k=05) 

Nach Formel (9) wird x 7,33, nach (8 
davegen 7.39. 

Es erseben sich also schon bei kurzen Lauf- 
zeiten Unterschiede. die durchaus nicht zu ver- 
nachlässisen sind. Offenbar kann die Verein- 
fachuns (8) nur vorgenommen werden, wenn 


nkx "„k(p—k) 
100 ai 100 
und 
"—1il—2)_ (n —1)k(p— 


2 100°” 2 100 
verschwindend kleine Werte ergeben. Das ist 
aber, wie Bethe behauptet, durchaus nicht 
immer bei kleinem n der Fall, vielmehr spielen 
auch k und p dabei eine wesentliche Rolle 
Ist beispielsweise p= 10, n=2. K = 108, wie 
das bei einisen Pfandbriefarten vorkommt. so 
ervibt Formel (9) für x den Wert 5.62, wäh- 
rend (8) den Wert 5.64 liefert. 

(. Methode IV Berücksichtigung der Til 
gungsraten.) 

Bei den bisherigen Methoden sind die Til- 
sungen völlig außer Acht gelassen, es wurde 
lediglich n als Laufzeit bis zum ersten Kün- 








eWw. 
sch. 


rd- 
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digungstermin (bei Ueberparikurs) bzw. letzten 
Kündigungstermin (bei Unterparikurs) gerech- 
‚et. Sind Tilgungen vereinbart, so muß die 
Wahrscheinlichkeit berücksichtigt werden, mit 
ier der Anleihebesitzer ausgelost wird. Ist «a 
lie Tilgungsquote und finden m jährliche Zie- 
‚ungen statt, so tritt an Stelle der Gleichung 
5a) folgende: 


BE. A 3 (K — 100) rm=1! 
r—1 100 
e,- : ] 
BE (K En 100) m, = + ,,, Irn=m 
100 ] 
a m > 
1°") (K — 100), 
+( 100 / 


Entwickelt man die Reihen, indem man 


1 -1--- setzt. so wird 
100 


2 
n x n x 
n 2 2 + (")2 4 ,., 
N +(}) 100 3 100? 


= K- 18 = (K- 100: — 
100 


1 oc nm x m 
BR RE cn EEE 
100 100 100 
— 
100 
Berücksichtigt man nur die Glieder 1. Ord- 
nung im z ‚so ergibt sich: 
100 
n X R 
ne+(")-2-- — K -— 100 
2 100 


r a i m T 
+ (K — 100) :-— » |(ın — m) m+( )| 
100 2 100 


Ein Vergleich mit (6) zeigt, daß sich z zu- 
sammenselzt aus einem Teil, der von den Til- 
sungen unabhängig ist und einem zweiten Teil, 
der sich aus den Tilgungen ergibt. Für die- 
sen zweiten Teil bringst Bethe ohne nähere 
Begründung von der nach (8) berechneten Ren- 
dile noch den Betrag 


+1 
M— m m ne Y ER (11) 
n 2 100 


ın Abzug. Anscheinend ist diese Formel aus 
5) abgeleilet, indem bei m Auslosungen der 


Jahresbetrag für die Tilgung u 

n 
geselzt ist und im übrigen dieselben Verein- 
fachungen wie bei der Ableitung von (8) ge- 
macht sind. Daß der durch (11) gegebene 
Wert nur rohe Annäherungen liefert, ergibt 
sich schon daraus, daß keinerlei Rücksicht 
darauf senommen ist, ob die m Tilgungen so- 
Iort einselzen oder erst in einem späteren 
Zeitpunkt innerhalb der n-jährigen Laufzeit be- 
sinnen. Welche Abweichungen sich gegen- 
über der exakten Rechnungs ergeben, zeigt die 
Berechnung der Rendite nach dem Grundsatz 
der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung. 
Ilierbei müssen zwei Fälle unterschieden wer- 
den: Die Tilgung mit einem festen Teil der 
ursprünglichen Schuld zuzüglich der ersparten 
/insen und die Tilgung mit einem festen Teil 


a 
K — 100 
100 \ 
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der ursprünglichen Schuld ohne die ersparten 


Zinsen. Bei dem Regelfall Tilgung mit den 
ersparlen Zinsen — ergibt sich, wenn die An- 
nuität p--a A und 1--- m g gesetzt 
100 
wird, folgende Gleichung: 
A A A 
Km -— + -+..+ 
X kn 2 x “ 
1 + (' + ) (i + =) 
100 100 100 
A(lg"—1) 
100 g" — r 
Ma 
nu . n : 
(+ 
100 
Setze ich 
x A("— 
1+ —r und 1009" — = B, 
100 qg—1 


so ergibt sich die Gleichung: 
Kr"+t1—- (A+K).—- B.r=—(A+B) (12) 
oder 


ri. "(1 + — —r. u = — ee (13). 
K K K 
Für das Beispiel der Braunschweiger Staats- 
anleihe ergibt sich aus (12) bei a=2 für x 
der Wert 7,30, während sich aus (8) in Ver- 
bindung mit (11) der Wert 7,32 ergibt. Für 
das Beispiel des Pfandbriefs ergibt sich aus 
(12) bei a= 2 der Wert 5,61, während sich 
aus (8) in Verbindung mit (11) der Wert 
5.64 — 0.12 =5,52 ergibt. Das Resultet zeigt, 
daß die Formel (11) ganz unbrauchbar ist. 
Interessant ist ein Vergleich von (13) mil 
10). Setzt man in (13) a=0, d.h. A=p, 
so ergibt sich, Gleichung (10), da BD dann 
100 wird. 
Soll ohne die ersparten Zinsen getilgt wer- 
den, so ergibt sich folgende Gleichung: 


) 
n (100—2a) e +n 


(100—n)- — +a 

a+p 100 100 

K= + — r : . 
r y? y’ 
"ER 
[100 —(n— 1a] + a 

100 (100 na) 

| zn + m (14). 


Für das Beispiel der Braunschweiger Staats- 
anleihe ergibt sich 7,31. 

Im allgemeinen kann ınan sagen, daß man 
mit der Formel (8). soweit keine Tilgungs 
raten in Frage kommen, auskommt, wenn man 
den bei Berücksichtigung der Zinseszinsen hin 
zutretenden Abzug (bei Ueberparikurs) bzw. 
Aufschlag (bei Unterparikurs) von ganz ge 
ringer Höhe außer Acht läßt. 

Bei Berücksichtigung der Tilgung empfiehlt 
sich statt (8) und (Il) folsende Näherungs- 


formel: 
m 
a 
2 
r—\p — k— 
100 
m 
Aa 
2 
k+ 
m u + u, 
2 100 
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Diese Formel ergibt sich bei sinngemäßer 
Anwendung der Vereinfachungen, die (10) in 
(8) überführen, aul Gleichung (13). 

Eine genauere Lösung erhält man jedoch 
immer nur durch Gleichung (13). Hierbei ist 
noch zu beachten, daß die Steuern (Kapital- 
erlragsteuer bzw. Einkommensteuer) durch Ab 
zug von p berücksichtigt werden müssen. Fer- 
ner sind vollkommen exakte Lösungen nur bei 
Kinführung der Verzinsungsintensitäl an Stelle 
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des Zinsfußes möglich. Besonders soll noch 
darauf hingewiesen werden, daß für die nie- 
drig verzinslichen Werte unter Berücksichti- 
sung der Zeit nach der Kündigung aus For- 
mel (1) ein’ Dauerwert errechnet werden kann, 
während dieser bei zur Zeit gleicher Rendite 
bei den hoch verzinslichen Werten wegen des 
nach der Kündigung erwartungsmäßig sinken- 
den p in der Praxis meist viel niedriger liegt. 

Hamburg. P. Riebesell. 832 


BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind durch die VDI-Buchhandlung, Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


Handbuch der Physik. Unter redaktio- 
neller Mitwirkung von R. Grammel- Stutı 
sart, F. Henning-Berlin, H. Konen-Bonn. 
H. Thirring- Wien, F. Trendelenburge- 
Berlin, W. Westphal-Berlin. lHeraussegeben 
von H. Geiger und Karl Scheel. Verlag 
von ‚Julius Springer, Berlin. 

Bd. VII. Mechanik der flüssigen und gas- 
förmigen Körper. lteligiert von R. GRAM- 
MEL. Mit 290 Abb. Berlin 1927. X +413S8. 
Preis 34,50 M, geb. 36,60 M. 


Bd. V. Grundlagen der Mechanik. Me- 
chanik der Punkte und starren Körper. Re- 
digiert von R. GRAMMEL. Mit 256 Abb. 
Berlin 1927 XIV -+-623S. Preis 51,60 M, 
geb. 54 M. 

Mit außerorcdentlicher Energie läßt der Sprin 
gersche Verlag Band auf Band des Handbuches 
folvgen, das er auf diese Weise von dem Schick- 
sal ähnlich weitlläufiser Unternehmungen, beim 
Ferliswerden bereits veraltet zu sein, bewahren 
will In letzter Zeit sind zwei von den drei 
in Aussicht genommenen Mechanik-Bänden. die 
uns besonders interessieren, erschienen. Die 
Herausgabe dieser Abteilung ruht in den Hän- 
den von R. Grammel, und man muß fest- 
stellen, daß der Herausgeber seiner Aufgabe 
mit Umsicht und Erfolg gerecht geworden ist. 
Fine ähnlich umfassende Darstellung der ge- 
samlen Mechanik war vor etwa 30 Jahren durch 
"elix Klein im vierten Teil der Enzyklopä- 
die der mathematischen Wissenschaften ver- 
sucht worden. Bekanntlich ist bis heute die- 
ser Enzyklopädie-Teil nicht abgeschlossen, da 
immer noch ein Artikel über analytische Me 
chanik aussteht Inzwischen hat allerdings das 
kleınsche Werk. hat die Mechanik der En- 
zyklopädie außerordentlich befruchtend auf eine 
sanze Generalion von Forschern gewirkt und 
auch di> Verfasser der jetzt im llandbuch er- 
scheinenden Re’erate stehen mehr oder weniger 
unter dem Einfluß der von Klein in Deutsch- 
land besründelen Mechanik-Schule Im übrigen 
entspricht es den Absichten des Handbuchs, 
daß die Darstellung eine gewisse. aber nicht 
sehr bedeutende Verschiebung von der mehr 
mathematischen Auffassung in der Enzyklopädie 
zu einer mehr physikalischen aufweist. 

Der zuerst erschienene Band VII über die 
Mechanik der flüssigen und gasförmigen Kör- 


per beginnt mit einem ausgezeichneten Referat 
von Lagally über die Theorie der idealen 
Flüssiskeiten. Da es seit dem Erscheinen der 
deutschen Ausgabe von Lamb im Jahre 1907 
keine deutsche zusammenfassende Darstellung 
dieses Gebiets gibt, ist die von Lagally ge- 
lieferte Arbeit um so dankenswerter, besonders, 
da sie gerade auf die neueren Forschungsergeb- 
nisse Nachdruck lest. Wenn auch naturgemäß 
in einem Referat längere Ableitungen fehlen 
müssen, ist doch die Fassung der meisten Ab- 
schnitte eine so glückliche, daß sie jedem mit 
den Grundelementen der mathematischen Phy- 
sik Vertrauten vollständigen Aufschluß gibt. 
Gern hätte man dem Lagallyschen Referat 
etwas mehr Raum zsesönnt. 

Die Ausführungen von L. Hopf über zähe 
Flüssiskeiten zeigen sich naturgemäß viel we- 
nicer abgerundet und abgesch'ossen. Eine große 
Zahl von Einzeltatsachen wird berichtet, ohne 
daß der Zusammenhang immer genügend her- 
ausgearbeitet wäre Man hat den Eindruck, 
daß etwas mehr Sorgfalt in der Bearbeitung 
dem Ergebnis sehr zugute gekommen wäre. 
Auch etwas eingehendere Berücksichtigung 
jener Teile der Literatur, die dem Verfasser 
nicht gerade persönlich nahe stehen, z.B. der 
umfassenden Arbeiten Oseens und seiner 
Schule. wäre erwünscht gewesen. In dieser 
Richtung fällt der sonst vorzügliche Artikel 
von Betz über Tragflügel und hydraulische 
\aschinen besonders auf. Man ist es ja schon 
sewöhnt, in Göttinger Originalarbeiten (nicht 
nur auf dem Gebiet der Mechanik) alles so 
dargestellt zu sehen, als ob »extra Gottingiam 
keine nennenswerte Wissenschaft getrieben 
würde, und man pflegt dieses Vorrecht den 
allerwärts anerkannten Göfttinser Forschern 
schon mit einer gewissen Bereitwilliskeit ein- 
zuräumen. Aber bei einem Referat in einem 
HHandbuch sollte das Vorrecht doch mit einiger 
Mäßisung angewandt werden. In der Darstel- 
lung von Betz sieht die sanze Turbinentheorie 
so aus, als bestünde sie nur in einer Anwen- 
dung des Zirkulationsbeeriffs und den daran 
anknüpfenden Göflingser Arbeiten. Die Euler- 
sche Turbinengleichung findet eine ganz be- 
scheidene Stelle. an der das Drehmoment durch 
die Zirkulation ausgedrückt wird. Der eigent- 
liche Sinn der Eulerschen Gleichung, die un- 
abhängig von jeder Annahme über die Natur 
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ler Flüssigkeit, also auch dann gilt, wenn der 
esriff der Zirkulation gar nicht zu Recht be- 
steht. geht dabei völlig verloren. Selbst die 
F \ergie-Bilanz einer hydraulischen Maschine, 
die doch den Kernpunkt jeder Berechnung bil- 
det. bleibt bei der Betzschen Darstellung 
außerhalb der Betrachtung. In der Theorie 
des Tragflügelauftriebs, der selır viel Platz 
eingeräumt ist, fehlt jede Angabe über die Be- 
rechnung der Lage der Auitriebsresultierenden 
und der Druckpunktwanderung, obwohl gerade 
hier die Theorie zu sehr einfachen und mit 
len Beobachlungen sehr gut übereinstimmen- 
len Formeln geführt hat . Im übrigen soll 
och ausdrücklich wiederhoit werden, daß der 
Betzsche Aulsatz innerhalb des Rahmens, den 
er sich nun einmal gewohnheitsmäßig gesleckt 
hat, ganz vortrefflich ist. 

In einem auslührlichen Artikel von J. Acke- 
vet über Gasdynamik sind die ausgezeichneten 
bildlichen Darstellungen von interessanten Strö- 
mungsvorgängen, namentlich solcher mil Un- 
‚teligkeitsllächen, hervorzuheben. Schließlich 
enthält der Band eine Zusammenfassung der 
wichligsten Formeln im Sinne der älteren Ily- 
draulik, die von Forchheimer beigesteuert 
wird, und einen inhalsreichen Aufsatz von 
(yemant über Kapillarität. 

Bedeutend größeren Umfang hat der Her 
ıusgeber dem VW. Baude des Handbuchs, der 
die Grundlagen der Mechanik, die Mechanik 
der Punkte und starren Körper umfaßt, ein- 
seräumt. Die Darstellung beginnt mit einer 
von G. Hamel herrührenden Axiomatik, wel- 
che die früher erschienenen Arbeiten dieses 
Verfassers in ergänzter Form wiedergibt. Die 
apitel II bis IV von Nordheim und Fues 
über die Prinzipe der Dynamik, die Hamil- 
Ion-Jacobische Theorie und die Slörungs- 
rechnung bilden eine gewisse Einheit. Sie 
seben eine kurze Einführung in die analytische 
Mechanik, die teilweise auf den Vorlesungen 
von Hilbert fußt und die in überaus klarer 
orm das Wichtigste von dem enthält, was 
der Physiker heute im Zusammenhang mit der 
(Juanltentheorie benötigt. Es gibt ja andere 
auslühriichere, moderne Darstellungen dieses 
(sebiels, doch schien es wohl der Vollständig- 
keit wegen erlorderlich, den Gegenstand im 
Ilandbuch nicht zu übergehen. Den geometri 
schen Grundlasen der Mechanik sind zwei Ka- 
pilel, das eine von Alt über die Geometrie der 
Bewegungen, das andere von Biezeno über 
die Geometrie der Massen und Kräfte gewidmet. 
Das letztere beschränkt sich nicht auf das, 
was der Techniker graphische Statik zu nen- 
nen pflegt, sondern gibt eine anschauliche und 
sehr instruktive Darstellung der theoretischen 
Grundlagen, auch unter Berücksichtigung neue:- 
ver Forschungen. Vielleicht wird man in Hin- 
kunft, in einer neuen Auflage, noch mehr auf 
die dreidimensionalen Probleme einzugehen ha- 
ben, die auch in der Technik steigende Bedeu: 


ung gewinnen. Die Dynamik der Punkte, die 


an e : 

'er llerausgeber selbst bearbeitet hat. stellt 
ee gule und sehr erwünschte Ergänzung zu 
ia ; . 

dem ın elementaren Lehrbüchern behandelten 
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Stoff dar. Namentlich, daß in verhältnismäßig 
elementarer Form einiges über das Dreikörper- 
problem gesagt wird, ist selır begrüßenswert 
Fine vollständisere Darstellung des Stabilitäts- 
problems, das auch in den Kapiteln über ana 
Iytische Mechanik etwas zu kurz gekommen ist, 
wäre hier noch erwünscht. Gemeinsam mit M 
Winkelmann liefert der Herausgeber eine 
Mechanik der starren Körper, die den üblichen 
Stoff unter Benutzung moderner Hilfsmittel 
vorführt. Der umlassende Aulgabenkreis der 
technischen Kinelik wird von T. Pöschl re 
ferierend behandelt. Hier tritt vielleicht am 
stärksten der Anschluß an die Enzyklopädie 
Relerale hervor. Schließlich führt ein kurzer 
Aufsatz von O. Halpern über Relalivitäts- 
Mechanik aus dem bisher allein Tfestgehaltenen 
Standpunkt der klassischen Mechanik hinaus 
und erinnert dadurch den Leser daran, daß es 
sich um ein Handbuch der Physik handelt 
jener Wissenschaft, die in den letzten Jahren 
an alle früheren, scheinbar so sicher gestellten 
lörvebnisse mit der schärlfsten, aber zugleich 
fruch!barsten Kritik herangetreten ist. Immer 
hin ist es beruhigend zu sehen, daß etwa) 95 vH 
eines der Mechanik gewidmelen Bandes in dem 
Handbuch der heuligen Physik völlig unbe 
rührt von dem modernen Umsturz bestehen 
bleibt. Mises 871 


Inge. Dr. FR. BLEICH, Wien, und Ing. Dr. 
E. MELAN, o. ö. Professor an der Technischen 
Ilochschule in Wien. Die gewöhnlichen 
und parliellen Differenzengleichun- 
sen der Baustatik. Mit 74Abb. im Text. 
Verlag von Julius Springer, Berlin und Wien 
1927. VII--3508. Preis 28,50 M 

Seit vor einigen Jahren P. Funk in einem 
kleinen Büchlein!) die engen Zusammen- 
hänge dargestellt hat, die zwischen gewissen 
Aufgaben der Baustalik und der Theorie der 
Differenzengleichungen bestehen, hat dieser Ge- 
danke mehr und mehr Eingang in den Kreisen 
der Slaliker gelunden So ist diese elwas um- 
fassendere Darstellung entslanden, die von zwei 
in der Theorie und Praxis der Baustatik be 
währten Hlachleulteı herrühr! Annähernd die 
llälfte des Buches zibt eine Theorie der ge 
wöhnlichen linearen Differenzengleichungen un- 
ter hauptsächlicher Berücksichtigung der Rand- 
werlaufgaben. Es ist kennzeichnend für den 
heulisen Zustand der malhematischen L.itera- 
tur. daß die Techniker sich hier auf kein 
mathemalisches Lehrbuch stützen können, son- 
dern genöligt sind. das was sie brauchen, selbst 
zu entwickeln. Alles was die Theoretiker der 
Differenzengleichungen zurzeit interessiert, liegt 
eben in einer ganz anderen Richtung. 

In dem den Aenderungen gewidmeten Teil 
des Buches werden zunächst Spannungen und 
ormänderunzen sla isch unbestimmter Systeme, 
und zwar hauptsächlich von Rahmentragwer- 

'), P. Funk, Die linearen Differenzengleichungen 
und ihre Anwendung in der Theorie der Bau- 
konstruktionen, Berlin 1920; vergl. diese Zeitschr, 
Bd. 1 (1921), S. 147. 
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ken, ermittelt. Dazu treten dann Stabilitäts- 
probleme, bei denen auch wieder fast nur 

Rahmen-Aufgaben berücksichtigt werden 
Schließlich enthält ein letzter Abschnitt einige 
allgemeine Angaben über die Randwerlaufga- 
ben bei parliellen linearen Differenzengleichun- 
sen und bringt einige Anwendungen dieser 
Theorie auf Tragwerke vom Typus der Rost- 
träger. Aufl diesem Gebiete wird sich sicher- 
lich noch vieles machen lassen. Es wäre nur 
erwünscht, die Untersuchungen auch in «der 
Richlung weiter zu führen, daß die Uebertra- 
sung der Ergebnisse auf kontinuierliche 
Systeme, entsprechend dem Grenzübergang von 
Differenzen zu Differentialgleichungen mit in 
Betracht gezogen wird. Das Bleich-Melan- 
sche Buch muß als eine wertvolle Bereicherung 
der sonst so sefir in die Breite sich entwickeln- 
den Lileralur zur Baustatik bezeichnet werden. 
Mises. 841 


Dr.-Ing. e. h. Dr. phil. L. PRANDTL, o. 
Professor an der Universität Göttingen, und 
Dipl-Ing. Dr. phil. A. BETZ, a. o. Professor 
an der Universität Göttingen. Ergebnisse 
der Aerodynamischen Versuchsan- 
stalt zu Göttingen (angegliedert dem 
Kaiser-Wilhelm-Institut für Strömungsfor- 
schung III. Lieferung. Mit 149 Abb. im Text 
Verlas von R. Oldenbourg, München und Berlin 
1927 1668. Preis geh. 14,50 M, geb. 16,50 M 

Das langerwarlete dritte Helt der Götlinger 
Ersebnisse«, dereı erste beide Liiel’erungen mit 
Recht die größle Verbreitung gefunden haben, 
liest nun vor Es enthält im theoretischen 
Teil zunächst eine Darstellung der Theorie der 
turbulenten Grenzschicht, die sehon aus der 
Veröffentlichung von Th. v. Kärmän im 
ersten Band dieser Zeitschrift bekannt ist. Es 
folgen dann Bemerkungen über die Vermeidung 
von Wirbelablösung hinler bewegten Körpern 
und u.a. über Windräder \uıs der Beschre'i- 
bung neuer  Versuchseinrichlungen sei die 
außerordentlich schöne Konstruklion eines klei- 
nen Drehstrommotors zum Antrieb von Modell- 
propellern mit Drehzahlen bis 30090 min her- 
vorzehoben. Der Hauptteil des IlIefltes enthält 
die Wiedervuabe der neueren Versuchsresultate 
Kine vroße Anzahl neuer Profile sind wieder 
auf ihre Auftriebseivenschaflen untersucht wor- 
den, wobei als eine Neuerung zu erwähnen ist, 
daß die Profilformen jetzt nicht nur dureh 
Bilder sondern auch durch Zusammenstellung 
der Koordinaten Tfestselest werden. Auch eine 
Reihe vollständiser Fluszeusmodelle. z.B. das 
Segelflugzeug »Vampyr«, ist im Luftkanal ge- 
prüft worden. In verschiedene andere Gebiete 
der Technik greifen die Arbeilen der Götlinger 
Versuchsanstalt ein etwa durch die Unter 
suchung gestaffelter llügelgitler. die für den 
Turbinenbau wichlig ist, durch Winddruckmes- 
sungen an lochbauten und Brückenträgern 
schließlich durch Widerstandsprüfung an Mo- 
dellen von Schnellbahnwagen Kein Zweifel, 
daß auch das neue Ileft von weiten Kreisen 
der Technik mit Freude begrüßt und mit nach- 
hallisem Erfolg verwendet werden wird. 

Mises 841 
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Professor GEORG SCHEWIOR, Universitä! 
Münster i. W. Gestirnkoordinalten un: 
Beiwerte für das Jahr 1927. Mit einige: 
Hilfswerten für die geographische Orlsbestim 
mung. Verlag von Konrad Wiltwer, Stutlgar 
1927. 658. Preis 3M. 

Diese kleine Ephemeride hält etwa die Ge 
nauigkeil inne, die man bei geographischen: 
Ortsbestimmungen niederen Ranges und be 
Rechnungen und Uebungen zur malhemalische: 
Geographie braucht, O,1s und 1” Das is 
zweilellos eine Schärfe, die das Büchlein auc|l 
nülzlich erscheinen läßt neben andern Epheme 
riden, die die Rücksicht auf iiefraktorbeobach 
tungen und Astrophysik in den Vordergrund 


stellen. Aus diesem Grunde — weil das Het! 
bei Schul- und Hochschulunterricht gern ge 
sehen sei — mögen ein paar Anmerkungen 


nicht unterdrückt werden. 

Die Reihenfolge von Reklaszension und De 
klinalion wird verlauscht — ohne Grund. Son- 
nen- und Mondörter gelten für Mitternacht, 
die Planelenörter für Mittag; umgekehrt wäre 
besser, noch besser Einheitlichkeit. Die Auf- 
nalıme der Deklinalion der Sonne im wahren 
\liltag kann nur zu Versehen verleiten; siehe 
die widersprechende Seilenüberschrifl! Vom 
Monde gilt sinngemäß das Gleiche. Und Par 
allaxe und Halbmesser braucht man hier nicht 
von 12h zu 12h, Merkur darf nicht fehlen, 
und Uranus und Neplun würden nur je eine 
Seile beanspruchen. Bei den Fixsternen ver 
mißl man doch die, nach der »Einleilung 
zwar unnölige, genauere Angabe des Zeilpunk 
tes, für den die scheinbaren Oerter gelten, 
offenbar die obere Kulmination Greenwich. 
ım vorliegenden Falle wäre die Milternach! 
angemessener. Die mittleren Oerlter wäreı 
leicht einzufügen. 

Die »Beiwerlte« sind sparsam und gut ge- 
wählt. — Es ist zu wünschen, daß das Büch- 
lein, unter steler Verbesserung in Kleinigkeiten. 
Jahr für Jahr erscheint, ohne an Umfang zu 
wachsen und ohne danach zu streben, Univer- 
salephemeride für den Liebhaberastronomen 
werden zu wollen 


Kiel. GC. Wirtz. 847 
OSWALD WALTHER, Ingenieur, und 


ERICH GROHNERT, Hydrotekt. Das Ver- 
schwinden des Wassers von der Erd- 
oberfläche und die Weiterentwick- 
lung der Erde. Verlag W. Säuberlich, Ber 
lin-Hohen-Neuendorf. 268. Preis IM. 

Wir werden auf eine Gefahr aufmerksam 
gemacht, die das Leben auf der Erde bedroht 
und darin besteht, daß bei fortschreitender 
\bkühlung der Erde sich Bruchstellen bil- 
den, in welchen das Wasser versinkt, bis es 
schließlich von der Erdoberfläche ganz und gar 
verschwunden sein wird. Eine Weiterentwick- 
lung des Lebens auf der Erdoberfläche wird 
aber — nach Ansicht der Verfasser — mög- 
lich sein, wenn man sich ihrer Erfindung be 
dient und das von ihnen angegebene Bewässe 
rungssysiem verwirklicht. Hierdurch nämlich 
könnte das Absterben der Vegeltalion um viele 
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'ahrtausende verlängert werden« (S. 17). Wie 
dringlich aber dıe ganze Angelegenheil ist, er- 
kennt man aus der Angabe der Verfasser 
s.25), daß »noch ungezählte Jahrhun- 
lerttausende vergehen werden, ehe 
tür unsere Erde diese Zeil eintritk 
wo nämlich das Wasser zu schwinden be- 
sinnt). 


Wien. Heinrich Löwy. 842 


Dr. HANS HAALCK, Die magnetischen 
Verfahren der angewandlen Geophy- 
sik. Mit 61 Figuren und 3 Tafeln. Samnıl. 
seophysikalischer Schriflen Nr.7. Verlag Gebr 
Borntraeger, Berlin 1927. VIIL-- 1508. Preis 
12 M. 

Der Verfasser hat sich die Aufgabe gestellt, 
zu zeigen, wie man magnelische Messungen zu 
praktischen Zwecken, nämlich zum Nachweis 
von Erzlagern verwenden kann. Es handelt 
sich hier also um ein Kapilel der angewandlen 
Geophysik. Wie in den meisten Büchern dieser 
\rt spielt die nicht-angewandte Geophy- 
sik darin die Hauptrolle. Der größte Teil des 
Buches ist angelüllt mit Problemen, die in den 
l,ehrbüchern des Erdmagnelismus erörtert wer- 
den. Zur nicht-angewandten, d.h. nicht an- 
wendbaren Geophysik rechne ich auch die Aus- 
führungen in $8 über »Die theoretischen 
Beziehungen zwischen eingelagerler 
Störungsmasse und Verzerrung des 
Erdfeldes« und die Detailausführungen ın 
s9, wo spezielle Fälle: das abgeplattete Ro- 
tationsellipsoid in zwei verschiedenen Lagen 
relaliv zum erdmagnetischen Feld), die Kugel, 
der unbegrenzte Kreiszylinder, u. a. beliandelt 
werden. Man könnte die Zahl der Beispiele 
verdoppeln oder verdreifachen, dadurch würde 
die Formelsammlung vollständiger und doch 
würde keine angewandte Geophysik daraus. 
In der Tat ist hier, wie in den übrigen Ver- 
öffentlichungen der angewandlen Geophysik, 
das Hauptproblem dieser Wissenschaft unge- 
löst geblieben, nämlich die Frage, unter wel- 
chen Bedingungen eine eindeutige Interpretation 
der Messungen möglich ist. Ohne sich auf 
eine nähere Erörterung dieses Problems einzu- 
lassen, erklärt der Verfasser, daß »eindeulige 
Schlüsse ohne weiteres nicht möglich« sind 
und vertritt den Standpunkt, daß in sehr vie- 
len (von ihm nicht näher definierten) 
"ällen »die magnetische Aulschlußmethode nur 
in Verbindung mit einigen gleichzzeiligen Boh- 
rungen sichere Ergebnisse liefern kann«. Das 
ist — als »der Weisheit letzter Schluß« — 
ein recht geringfügiges Ergebnis. Und man 
wird, um den Büchern dieser Art gerecht zu 
werden, sie als das ansehen müssen, was sie 
ın Wirklichkeit sind: nämlich als Prolegomena 


einer angewandten Geophysik, die — vielleicht 
cınmal — »als Wissenschaft wird auftreten 
können 

Wien Heinrich Löwy. 846 


ROBERT FRICKE, Lehrbuch der Alge- 
»ra, verfaßt mit Benutzung von Heinrich 
Webers gleichnamigen Buche. Erster Band 
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Allgemeine Theorie der algebraischen Gleichun- 
gen. Mit 4 in den Text gedruckten Figuren. 
VII — 4688. Preis geh. 12M, geb. 14M 
Zweiter Band: Ausführungen über Gleichungen 
niederen Grades. Mit 33 in den Text gedruck- 
ten Figuren. VIII — 4188. Preis geh. 15 M, 
geb. 18 M. Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn, 
Akt.-Ges. Braunschweig 1924 und 1926. 

Dr. OSKAR PERRON, o. ö. Professor der 
Mathematik an der Universität München. Al- 
sebra. I. Die Grundlagen. Mit 4 Figuren. 
VIII —- 3078. Preis 10 M, geb. 11,50 M. II 


Theorie der algebraischen Gleichungen. Mit 
> Figuren. VII —- 2425. Göschens Lehr- 


bücherei. I. Gruppe: Reine Mathematik, Band 
8/9. Verlag von Walter de Gruyter & Co. Berlin 
und Leipzig 1927. 

Im Verlage, Fr. Vieweg & Sohn sind vor kur- 
zem die beiden erslien Bände des auf drei 
Bände berechneten Werkes von R. Fricke, 
l.ehrbuch der Algebra, erschienen (1924, 1926). 
Das Werk ist, wie dies vom Verfasser auf dem 
Titelblatt ausdrücklich hervorgehoben wird, mit 
Benutzung des gleichnamigen Buches von Hlein 
rich Weber verlaßt; die Einwirkung des 
Weberschen Buches ist besonders im ersten 
Bande stark bemerkbar. Er bringt grund 
legende Entwicklungen, Einzelsätze über reelle 
Gleichungen und die Galoissche Gleichungs 
theorie. Der zweile Band ist dem Studium 
endlicher Gruppen binärer und ternärer Sub 
stitulionen und darauf beruheud den Gleichun 
gen fünften Grades und sonstigen speziellen 
Gleichungsklassen gewidmet. Herner werden 
hier einige algebraische Probleme behandelt, 
die der analytischen Geometrie entstammen 

Es sei bemerkt, daß der Leser in dem 
ersten Bande (Abschnitt 2, Kapitel 2, 8 7) die 
für die Mechanik bedeulungsvollen Kriterien 
von Hurwitz für algebraische Gleichungen, 
deren sämtliche Wurzeln einen negaliven 
reellen Bestandteil haben, findet. 

Line weilere neue Darstellung der klassi- 
schen Algebra bringt das kürzlich erschienene 
zweibändige Werk von O. Perron (Walter 
de Gruyter). Der erste Band enthält die Grund- 
lagen, der zweite die Theorie der algebraischen 
Gleichungen. Die Darstellung ist außerordent- 
lich klar, in den Einzelheiten prözis und kon- 
sequent. Der methodische Gesichtspunkt ist 
stark ausgearbeitet; in dem Mittelpunkt steht 
der Körperbegriff (1. Szegö. 865 


GRIFFITH CONRAD EVANS, Ph.D. Pro- 
fessor of pure Mathematics the Rice Institute. 
The Logarithmiece Potential. Disconti- 
nuous Dirichlet and Neumann Problems. Ame 
rican Mathematical Society Golloquium Publi 
calions. Volume VI. American Mathematical 
Sociely, New York 1927. VIII —- 1508. Preis 2 

Das vorliegende Bändchen ist aus einer Ar- 
beit über das Stieltjesche Integral und über 
verschiedene Iragen der Potentialtheorie her- 
vorgegangen, die der Verfasser in den »Rice 
Instilute Pamphlet« (1920) veröffentlicht hat. 
Dazu kamen einige zum Teil mit IH. E. Bray 
zusammen verfaßte Noten aus den Comptes 
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Rendus (19253) Es enthält eine reizvolle Zu 
sımmenstellung der Grundeigenschaften des lo 
sarithmischen Potentials, wobei die Beziehun- 
ven zu den Hourierreihen. zu den Randwerl- 
aufgaben der Potentlialtheorie und zur Funk- 
tionenlheorie, namentlich zu den schlichlen Ab- 
bildungen stark betont werden Das ganze 
Buch kann als eine Einleitung in diese Ein- 
zelvsebiele betrachtet werden, wobei die wechsel 
seilive Beziehung derselben besonders deutlich 
in Erscheinung tritt und sehr instruktiv wirkt 

Königsberg (r. Szegö. 869 


Dr. phil. FRITZ WICKE, Professor an der 
Staallichen Gewerbeakademie in Chemnitz. Ein- 
[führung in die Höhere Mathematik 
unter besonderer Berücksichtigung der Bedürf- 
nisse des Ingenieurs. Erster Band. Mit den 
Abbildungen 1 bis 231 und einer Tafel. VI - 
278. Zweiler Band. Mit den Abbildungen 
232 bis 404, 8. 429 bis 921. Verlag von Julius 
Springer, Berlin 1927. Preis geb. je 24M 

Das vorliegende Buch will für Techniker (im 
weitesten Sinne, nicht etwa ausgesprochen für 
Studierende der Technischen Hochschulen) den 
üblichen mathematischen Lehrstoff vermitteln 
und ist diesem Ziele in anerkennenswerter 
Weise angepaßt. Im Vergleich mit den vor- 
handenen zahlreichen Lehrbüchern fällt die 
breite Ausführlichkeit der Behandluns auf, die 
dem Zwecke dient, das Buch auch für ein 
Selbststudium brauchbar zu machen; dem glei- 
chen Zweck dienen die zahlreichen in den 
lext eingellochtenen Aufgaben, die aus den 
verschiedensten Anwendungsgebieten entnommen 
sind. Natürlich kann ein solches Buch nicht 
vom Standpunkt des kritischen Mathematikers 
betrachtet werden: es verdient aber hervorge 
hoben zu werden, daß bei der Einführung der 
Infinitesimalrechnung die 


werden, die sich vielfach 


(‚rundbegriffe der 
chler vermieden 
sonst in elementaren Darstellungen, wie Schul 
büchern und technischen llandbüchern, finden 
Weniger glücklich scheint mir die Art, wie di: 
heihenentwicklungen eingeführt werden 
Das Buch umfaßt die elementaren Melhoden 
der Infinitesimalrechnung und deren Anwen- 
dungen, einiges über Neilienentwicklungen, ana 
Ivlische (eomelrie und eine sehr ausführliche 
en Dilferentialgleichun- 
sen. Hervorzuheben ist der in der analylischen 
bschnilt über Nomozra- 


Darstellung der tiniachst 


(eomelrie enthaltene A 
phie; außerdem sei auch die klare Herstellung 
der dem Buche beizeugebeneu Zeichnungen aus 
drücklich erwahnt 

Wenn also der 


erfullt betrachtet werden kann, so wäre doch 


/weck des biuciies als Yu 


vıelleich am manchen »tleilien eıne verındert 


Breite der Darstellung, insbesondere Verzicht 


auf Durchführung allzuvieler Einzelfälle. nütz- 
ich vewesen, und hätten damit auch die An- 
sclhallungskosten fur den | eserkreis. dem das 


1» 


Buch dienen soll, sich erniedrizsen lassen 
Breslau F Noether 853 
EMIL COHN, +hemals Professor der theo- 

relischen Physik an der Universität Straßburg 

Das elektromagnetjische TYeld Ein 


Lehrbuch Zweile völlig neubearbeilete Auf- 
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lage. Mil 
Julius Springer, 
Preis geb. 24 M. 

Die vorliegende zweite Auflage ist insofern 
eine Ausnahmeerscheinung, als sie gegen die 
wsie (von 1900) wesentlich gekürzt ist (von 
9/7 auf 366 Seilen bei kleinerem HFormat). 
Diese Kürzung ist zum kleineren Teil auf die 
außere lorm zurückzuführen (Aufnahme deı 
Veklorschreibweise), zum größeren Teil doch 
durch dein veränderlen Charakter der Darstel- 
lung bedingt. Wer die ältere Auflage des 
Buches liebgewonnen hat, wird diese auch 
neben der neuen nicht gern aus der Hand 
legen. Wälıreud das alte Bucli ausgesprocheıı 
den Charakter eines Lelhrbuches halte, er 
scheint das neue mehr als eine knapp zu- 
sammengefaßte Stoffangabe, die wohl all 
Grundgedanken und Ableitungen enthält, aber in 
einer hauptsächlich für den Kenner berechne 
len Kürze Der Gesamtstoff ist sogar erwei 
tert, insbesondere ist die erst nach dem Er 
scheinen der ersten Auflage entstandene spe 
zielle Relalivilälstheorie aufgenommen, 

Der allgemeine Gang der Entwicklung ist deı 
nämliche geblieben wie schon in der allen Auf- 
lage: Aufstieg gemäß der historischen Entwick 
lung vom Speziellen (Elektrostalik und Mag 
neloslalik) über die quasistalionären Felder zur 
Maxwellschen Theorie, und darüber hinaus zur 
LElektronen- und Relativitätstheorie. Der Name 
des Verfassers macht es überflüssig, die Ein- 
zelheitlen der Entwicklung hier besonders zu 
besprechen. Auch in der gekürzten l’orm wird 
das Werk als autorilaliv zu gelten haben. 

Breslau. F. Noether. 854 


Dr.-phil. ERNST KÖNIG, Elastizität und 
estigkeit Mit 90 Abb. Werkkräfte, ein 
Sammelwerk über die Kraftwirkungen und 
Energieformen der Technik. Unter Mitwirkung 
zahlreicher fachwissenschaftlicher Mitarbeiter 
herausgegeben von Prof. Dr. Paul Krais und 
Prof. Dr. Gebhard Wiedmann. Band IIl 
Verlag Joh. Ambr. Barth, Leipzig 1927. XII 

1105 Preis brosch. 10 M, geb. 12M. 

\Wıie das Vorwort angibt, schließt sich die 
Darstellung an die auf den Hochschulen üb- 
ıiche an, wobei insbesondere Vorlesungen von 
v.Kärmän, v.Mises und Trefftz als An- 
halt dienten. 

\Was an der gegebenen Darstellung zu be 
seüßen ist, sind die mehrfach vorkommenden 
Warnungen vor WUeberschätzung des prakti- 
schen Werles von Theorien, bei denen es mil 
der experimentellen Grundlage schlecht bestellt 
ist. Bemerkungen dieser Art. die an und für 
sich sehr wiehtig sind, finden sich auch am 


i1 Textabbildungen. Verlag von 
Berlin 1927. VI -—- 366 S 


Schluß des xapitels über ebene Platten. diese 
Bemerkungen sind allerdings stilistisch verun- 
slückt, da zweierlei verschi | 
sarnichts miteinander zu tun haben, einiger- 
sebracht werden. Auch 
sonst ıst die Schreibweise des Verfassers an 
einzelnen Stellen nicht einwandfrei. zum Teil 
uch schwer verständlich, z.B. im letzten Ab- 
schnitt, obwohl es sich durchaus nicht um 

graphische Ermittlung von 


lrägheitsmomenten usw.) handelt 


maßen durcheinander 


schwierige Vıi1nge 


«! 
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Von der eigeullichen malhemalischen Elastı 
zitätstheorie wird nur die Saint Venantsche 
lorsionstheorie dargestellt, während sich der 
Verfasser sonst durchwegs auf elementare Be- 
trachtungen beschränkt. Ungefähr entspricht 
ler behandelte Stoff dem, was Föppl im 
iritten Band seiner Mechanik bringt, die Dar- 
stellung ist aber weniger ausführlich 

/um Schluß seı noch bemerkt. daß im Ka 
nitel über den Maxwellschen Reziprozitäts- 
‚ıtlz. bei den Indices störende Druckfehler 
‚stehen geblieben sind "unk 867 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Mitteilungen aus dem Materialprüfungs- 
amt und dem Kaiser-Wilhelm-Institut für 
Metallforschung zu Berlin-Dahlem. Sonder- 
heft III. Mit 434 Abbildungen. ‚Julius Sprin- 
ser, Berlin 1927. 243 S. Preis 24 AM. 


Arbeiten zur Luftnavigierung. Herausge 
zeben vom Navigierungsausschuß der WGL. 
Mit 72 Abbildungen. Verlag von R. Oldenbourg, 


München und Berlin 1927. 638. Preis <eeh. 
5.#, geb. 6,50 M. 

CH. DOYERE, Ingenieur General du Genie 
Maritime Directeur du Service Technique des 
Constructions Navales. Zur Frage des 
Schiffswiderstandes. In das Deutsche 
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übertragen von Walther Meienreis. Mit 10 
Schaubildern im Text und auf einer Tafel. 
Verlag von Julius Springer, Berlin 1927. 34 8. 
Preis 7,50 MH. 


L. PRANDTL und A. BETZ. Vier Ab 
handlungen zur Hydrodynamik und 
Aerodynamik. (Flüssigkeit mit kleiner Rei- 
bung; Tragflügeltheorie; I. und II. Mitteilung; 
Schraubenpropeller mit geringstem Energie- 
verlust.) Neudruck aus den Verhandlungen 
des III. Internationalen Mathematiker-Kongres 
ses zu Heidelberg und aus den Nachrichten der 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen. 
Mit einer Literaturübersicht als Anhang. Selbst- 
verlag des Kaiser-Wilhelm-Instituts für Strö 
mungsforschung, Göttingen 1927. 100 Seiten. 
Preis 4 M. 


Berechnung und Ausschaltung von S$ai- 
sonschwankungen. Merkblatt II/III der Frank: 
furter Gesellschaft für Konjunkturforschungr, 
Wissenschaftliche Leitung: Dr. Eugen Alt- 
schul. Verlae G. Braun, Karlsruhe 1927. 
36 S. Preis 1,80,M. 


HEINRICH MACK, Carl Friedrich Gaubß 
und die Seinen. Festschrift zu seinem 
150. Geburtstage. Mit 12 Tafeln. Werkstücke 
aus Museum, Archiv und Bibliothek der Stadı 
Braunschweig Il. Verlag E. Appelhans & Comp. 
Braunschweig 1927. XI -+ 130 8. Preis 5,50 M. 


NACHRICHTEN 


Carl Cranz. Am 2. Januar d. ‚Js. feierte 

"I CGranz. der führende deutsche Balli 
tıker, em. Prof. der Techn. Hochschule Char 
‚'tenbure, seinen 70. Geburtstag. CGranz, der 
Hlohebach ‘Württemberg) v„eboren ıst, Lral 
nächst in den Württembergischen Schuldienst 
ın und wurde 1884 Privatdozent für Mathe 
nalık und Mechanik an der Techn. Hochschule 
Stuttgart. Im Jahre 19053 wurde er an die 
kurz vorher errichtete Militär-Technische Aka 
demie ın Berlin berufen, wo er das ballisti 
‚che Laboratorium begründete, das bald Welt 
ul erlangte. Die Leistungen von Cranz auf 
(len Teilgebieten der Ballistik sind jedem Fach 
nann geläufig. Besonders hervorzuheben ist 
dab er stets darauf hinarbeitele, den phvsi 
kalıschen Sinn der ballistischen Vorgänge 
ın möglichst weitem Umfange zu erfassen und 
zur Darstellung zu bringen. Viele wertvolle An 
egungen in dieser Richtung harren noch der 
\uswerlung; vielleicht darf da auch auf eine 
er neuesten, noch wenig bekannte Veröffen! 
chung von Cranz. »Ballistische Paradoxa 
ıingewiesen werden!). Man verdankt den ex 
perimentellen Bemühungen von Cranz die Ver 
‚ollkommnung der Machschen Methode der 
"unken-Photographie und die Schaffung der 
"unken-Kinematographie. Mit diesen Hilfs 
nıtteln hat er eine große Zahl ballistischer und 
ınderer wertvoller Experimental-Untersuchun- 


Zeitschr. f. techn. Phys. Bd. 8 (1927). S. 359. 


sen. ausgefuhr! K“ıne zusammenlassende Dar 
stellung des -Gesamtoebiels der PBallıstik hal 
:ranz ın dem bekannten, jetzt in neuer Auf 
lavue erscheinenden Lehrbuch der Ballıstik ge 
„eben. Von den zahlreichen Iheoretischen Ein 
zelveröffentlichungen ist eine der letzten In die 


ser Zeitschrift erschienen Berechnung eıner 
(reschoß-Steilbahn unter Berücksichtigung des 
Kreiseleffekles und des Maenuseffektes oe 


meinschaftlich mit W.Schmundt), 

Der hervorragende Forscher und Lehrer oe 
nıeßlt dank seinem Jiebenswürdisen Wesen und 
seinem vornehmen Charakter Hochschätzung 
und Verehrung aller. die ıhn kennen Mıses 


Emil Müller f. Am 1. September 1927, also 
nur wenige Monate nach dem Hinscheiden des 
\ltmeisters L. Burmester. starb der um 
mehr als 20 Jahre jüngere führende Vertreter 
der Darstellenden Geometrie Hofrat Professor 
Dr. Emil Müller. Ein Leben voll unermüd 
lıcher, hervorragender Betätigung in Lehre und 
“orschung hat damit veendet. 

Emil Müller wurde am 22. April 1861 zu 
l.andskron in Böhmen veboren. Seinen Vateı 
verlor er frühzeitig: mit einem Stiefvater kam 
er 1870 nach Wien. Hier besuchte er die 
Schottenfelder Oberrealschule, wo er die Matura 
mit Auszeichnung bestand. Dann trat er als 
Hörer der allgemeinen Abteilung in die Wiener 


I) Diese Zeitschr. Bd. 4 (1924). S. 449 bis 464. 
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lechnische Hochschule eın. mit der Absıcht. 


Mittelschullehrer zu werden In den Jahren 
ISSI bis 1885 besuchte er auch Vorlesungen an 
der Wiener Universitäl IS85 legte er die 


l,ehramtsprüfung für Mathematik und Darstel 
lende Geomelrie ab und war 1885/86 Probe 
kandidat an der Schöfltenfelder Realschule 
Nun hatte er das Glück. beı Professor Dr 
Rud Staudızal Assıstent zu werden. wo er 
ın vıerjähriger Dienstzeit sıch mit dem Lehr 
vorvange dieses namhaften Vertreters der Daı 
tellenden Gevmelrie vertraut machen konnte 
ıısbesondere das Bestreben Bat und Ma 
cehinenbestandteile fur die Konstruktionsübun 
en zu verwenden, gennu kennen lernte. In der 
l.ehrkanzelbibliothek fand er beide Ausgaben 
«der \usdehnungslehr:e von llermanı 
“‚rabmann Dieses Werk. welches seinerzeit 
selbst von bedeutenden Mathematikern kaum 
beachtet beıisetle welegst wurde. weıl es ıhnen 
zu mühsam war. sich in den neu eingeführten 
ormaliısmus hineinzufinden. übte auf Müller 
einen „ganz besonderen Reiz aus, so dab «es 
ıhm gelang, alle Schwieriekeilten, die das Stu 
dıum bot. mit zahem Fleiß zu überwinden und 
\nwendung auf Linien 
vorzudringen 


bıs zu selbständiger 
eomelrie. Kuselveomelrie u. a 
Daraus entstanden die ersten acht Abhandlun 
ien [Monatsh. f. Math. u. Phys., 2., 3. 4, 7. 
‘ı Je... Journ. F. Math.. 115. Bd Zfit. M. u. Ph 
It. Bd Im Jahre 1892 entschloß er sıch 
eıne Lehrstelle an der neu errichteten Bauge 
werkschule ın Königsberg in Preußen anzuneh 
INNEN Wieder war es em Glücksfall. dab er 
ın eine Universitätstadt kam. wo er Gelesen 
heit halte. mil einer ganzen Reihe von hervor 
vagenden Mathemalikern in Fühlung zu treten 
ınsbesondere fand er ın Professor Franz 
llever einen wohlwollenden Freund Da 
dureh wurde es ihm ermöslicht. 1898 das 
Moktoralt und 1899 die Habilitation für Geo 
melrie und Mechanık an der Universität zu 
erlangen Hier wurde ihm auch der Koordi- 
natenartikel für die »Enzyklopädie der mathe 
mätischen Wissenschaften: übertragen, der dann 
I910 erschien und allgemein als hervorragende 
leistung anerkannt wurde 

Im Jahre 1902 wurde F 
licher Professor fur Därstellende Geometrie an 
lie Technische lochschule in Wien berufen 
wo er die Hörer der Bauingenieur-, Hochbau- 
und der Allgemeinen Abteilung übernahm. Hlieı 
seine sein Streben zunächst dahın. die von 
R. Staudigl angebahnte Ausgestaltung des 
Unterrichtes ın «der Darstellenden Geometrie 
durch Anwendungen auf die technische Praxis 
weilerzufuhren. Zur Verbreitung dieser Me- 
thode trug er durch Herausgabe einer Samm 
lung von baulechnischen Beispielen 
seit 1910 in sechs Heften bei Deuticke er 
schienen) und Veranstallung von Ausstellungen 
sowie durch unmittelbare Fühlungnahme mit 
ausubenden Ingenieuren wesentlich bei. Sein 
ın diesem Sinne verlaßles »Lehrbuch der 
Darstellenden Geometrie für tech- 
nische Hochschulen Teubner. I. Bd 
1908. IT. Bd. 1916) ist schon in dritter Auflage 


\lüller als ordent 
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erschienen lın ubrigen war seın Ausenmerk 
auf die Ausbildung von Lehramtskandidaten 
fur das venannte Fach gerichtet Für diese 


hielt er einen vierjährigen Zyklus von Sonder 
vorlesungen und seminaristische Uebungen. Im 
\nschhuß an diese Sondervorlesungen en! 
wickelle er eine ausgedehnte wissenschaftliche 
lätigkeit. bei welcher er die Finbeziehung 
neuerer mathematischer Beazriffe und ganzer 
(ebiele vornahm, um die Darstellende Geome 
Irıe neu zu beleben Zunächst betrachtete er 
Jahresber. d. d. Math. Ver.. 14. Bd 1905 

ın Anlehnung an G. Hauck die allgemeinste 
Iıneare Abbildungse des Punktraumes 
durch die in der Bildebene auf entsprechenden 
Strahlen zweier projektiven Strahlbüschel ge 
ordneten Punktpaare. zeigte. daß die projek 
tiven Aufgaben in dieser alle speziellen Zwei 
bildersysteme umfassenden Abbildung sich wie 
sewöhnlich lösen lassen und daß auch die 
\Maßaufgsaben durch Benützung der Abbildung 
des »absoluten Kugelkreises« als projektive 
\ulgaben gedeutet werden können Hier dev 
tele er auch die Abbildung des vier 

dımensionalen Punktraumes aus zwei 
windschiefen Geraden auf die Punklpaare der 
Bildebene am ohne konstruktive Durchfüh 
rung): ferner bringt er hier auch das mil 
dem Steinerpreis gekrönte Buch über Zyklo 
sraphie von W. Fiedler ın Erinnerung 
Dieses Gebiet. dessen Wert und Wichtigkeit 
er ausführlich begründet. beschäftigte ihn dann 
intensiv bis an seın Lebensende. Der Fort 
schritt bestand hauptsächlich in der konse 
quenten Beachtung der Orientierung der Bild 
kreise. ferner in der Betrachlung des uneigen! 
lichen e-Kreises als absoluten Kegelschnitt einer 
Pseudogeomelrie Diese Abhandlung von zehn 
Seiten bildete die Grundlage für die ersten bei 
den Bände seiner Sondervorlesungen: I. Band 
Die linearen Abbildungen bearbeite! 
von Dr. E. Kruppa). bei Deuticke 1925 er 
schienen. wo auch die Liniengeometrie (Strahl- 


netze und  Strahlgewinde ın ausgedehnten 
Maße einbezogen ıst: I. Band, Zyklogra- 
phie (herausgegeben von Dr. J. Krames 
wird jetzt gedruckt Das dritte Gebiet der 
Sondervorlesungen betral die Schraub- und 
Schiebflächen. Da ist hauptsächlich die 
\bhandlung hervorzuheben: »Eine Abbildunge 


krummer Flächen auf eine Ebene und ihre 
Verwerlung zur konstruktiven Behandlung der 
Schraub- und Schiebflächen« !Silzber. d. Akad 
Wien. 120. Bd. (1911 Hier velang es ihm 
die bisherigen Behandlungsweisen im Sinne der 
Flächenabbildung zu verallgemeinern, indem er 
die Verwandlischaft zwischen dem Grundriß 7’ 
eines Flächenpunktes T und der Drehflucht t,* 
der Tangentialebene rt weitgehend untersuchte 
Durch die Schraubung wurde er zur Behand 
lung der »axialen Inversion Jahresber. d 
Math.-Ver.. 25. Bd. (1916)| veranlaßt. Das ist 
die kubische Verwandtschaft, welche bei einer 
Schraubung zwischen den Punkten und den 


Krümmungsmittelpunkten der zugehörigen 
Schraubenlinien besteht Der vierte Teil der 
Sondervorlesungen betraf die Die alsebraı 
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chen Regelflachen Zahlreiche Arbeiten über 
die Kurven* und Flächentheorie wären noch 
zu nennen, z.B Duale (regenstücke zu den 
Sitzen von Meusnier und Euler Sıtzber. 
\kad. Wien, 126. Bd. (1917 Nebenbei kehrte 
er immer wieder zu seinem ursprünglichen 


Lieblingsgebiet zurück |Sitzber. d. Akad. Wien 


118. Bd. (1909): 127. Bd 1918: 131. Bd 
1922): 133. Bd 1924 Jahresber. d. Math. 
Ver.. 23. Bd 1914, , ja er entschlob sich so 


4r in den letzten Jahren. die Graßbmann 
che Ausdehnungslehre in den Zyklus der Son 
lervorlesungen aufzunehmen. Nach seinem 
eisenen Ausspruche erblickte er eins! ın der 
\nwendung und Weiterbildung der Ausdeh 
ııneslehre seine eigentliche lebens 
ıufgabe 

\lüller wirkte aber nicht bloß als Veber 
niltler seines reichen Wissens und Könnens. 
sondern er verstand es, durch seinen überaus 
klaren. lebendigen Vortrag und die dabei en! 
viekelte Gedankenfülle die jungen Leute zu 
selbständigen wissenschaftlichen Arbeiten anzu 
esen. so dab die zahlreichen Abhandlungen. 
welche von ihm angeregt oder beeinflußt waren. 
seiner eigenen Leistung in gewissem Sinne zu 
‚uzählen sind Aus seiner vorzüglichen Schule 
ingen außer den vielen tüchligen Mittelschul 
\ehrern, die zum Teil den Doktorgrad erlangten. 
eine ganze Reihe von Hochschulprofessoren 
Dr. R.v. Mises in Berlin 1909). Dr. W. 
Blaschke in Hamburg /1913), Dr. IH. Rothe 
in Wien /1915, gest. 19253). K. Mack in Pras 
1916). Dr. W. Olbrieh in Wien 1919), Dr 
“.. Kruppa in Wien (1922), Dr. 1.. 
ın Innsbruck (1927) und Privatdozenten [Dr 
\. Laekner (gefallen 1914), Dr. OO. Danzer 
und Dr. F. Rulf (verstorben), Dr. J. Kra- 
mes, Dr. IL. Eckhart. Dr. L. Hofmann 
hervor! Bei seinen >chülern fand er be 
eisterte Verehrung mit Anhänglichkeit, bei seı- 
en Amtsgenossen die höchste Wertschätzung: 
ın den Kreisen der Fachkollegen erlanste er 
Weltruf und vollste Anerkennung. Er war seil 
1906 korrespondierendes, seit 1916 wirkliches 
\litgliel der Akademie der Wissenschaften in 
Wien, seit 1918 Mitglied der Kaiserlich Deut 
schen Akademie der Naturforscher zu Halle 
besondere Freude machte es ihm noch. als er 


Vıetoris 


!) Einen sehr ausführlichen Bericht über die 
Entwicklung der Darstellenden Geometrie an der 
Wiener Schule in den letzten 25 Jahren hat 
E. Kruppa in dieser Zeitschrift Bd. 4 (1924) ge- 
eben. 


ZUSCHRIFTEN AN 


Zur einfachen und allgemeinen Ge- 
schwistermethode. Zu dem Artikel des Hrn. 
Dr. v. Behr in Band 7 S. 298 bis 313 sind 
dem Herausgeber von Hrn. Dr. W. Wein- 
berg-Stuttgart und dem Verfasser mehrere 
Zuschriften zugegangen. deren wesentlicher In 
alt der folgende ist 
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1925 Ehrendoktor der Technischen Flochschule 
ın Karlsruhe wurde 

Der Name Emil Müller wird für immer 
einen Markstein in der Geschichte geometri- 
scher Forschung und Lehre bedeuten. 

Wien Th. Schmid SH8 


Wilhelm Schachenmeier t. Am 20. No 
vember 1927 verschied der o. Professor für 
Brückenbau an der Technischen Hochschule 
\lünchen Dr. Wilhelm Schachenmeier 
an den Folgen einer Operation, im Alter von 
Id Jahren Er gehörte seit dem Jahre 1920 
dem Lehrkörper «der Münchener Hochschule 
an. Die Bedeutung Schachenmeiers lag 
in der Vereinigung einer elänzenden Besahung 
für theoretische und praktische Probleme der 
Statik, wie in seiner Lehrbesabung und Freude 
am Lehrberuf, die ıhm einen vroßen 
ddankbarer Schüler brachte 

Von seinen Veröffentlichungen seien vsenannl 


Kreis 


beitrag zur Theorie des ebenen Fachwerks mil 
steilen Knotenpunkten (»Der Eisenbau« 1911 

Beitrag zur Theorie der Hängebrücken mit aul 
sehobenem Horizontalschub /VDI-Zeitlsehrift 
1925 

Die Zähigkeit der Flußeisensorlen als Sieher- 


heilsfaktor bei Fisenbauten autindenletr 


1922 

kın neuer Entwurf für eine Tudsonbruceke in 
New York (»Bautechnik 1924 

Untersuchungen und Beobachtungen über Hän. 
sebrücken auingenieur« 1926 

Indlich die Bearbeilung des Abschnitts 


Brückenbau“ in der 25. Auflage der »Hlütte 
\lünchen l.. Föppl. 869 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. 


Ortsgruppe Berlin 


\m 27. Januar 1928 sprach Hr. v. Mises 
Berlin über Mechanik der plastischen Form 
anderung von Kristallen«. Der Vortrag wird 


demnächst in dieser Zeitschrift veröffentlicht 
In der nächsten Sitzung am 2. März 1928 
wird Hr. R. Becker-Berlin über: Belrach 
tune zur Molekulartheorie der wunelastischen 
"ormänderungen« sprechen 
Mitglieder 
Am 21. Februar 109285 wird Hr. J Labus 
Prag über »Neues auf dem Gebiete der elektro 
statischen Berechnung von  Hochspannungs 
translormaltoren mit Hilfe der konformen Ab 
bildung“ vortragen. 


Prager 


DEN HERAUSGEBER 


Ir. Dr. W. Weinberg weist zunächst dar 


auf hin, daß er eine Berechnung der mathe 
matischen Erwarlung und des mittleren Fehlers 
für seine Geschwistermethode bereits 1912 aus 
seführt, jedoch bisher aus äußeren Gründen 
die Möglichkeit der Veröffentlichung nicht g 
funden habe. In der Aktuarietidskrift von 1926 
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und ım Biologischen Zentralblatt 1926 hat er 
die Hauptergebnisse kurz mitgeteilt und an der 
letzteren Stelle auch erwähnt, dab sein aus 
führlicheres Ms. zur Einsichtnahme zur Ver- 
fügung stünde Hr. v. Behr hat in einem 
Nachtrag bei der Korrektur seines Aulsatzes. 
S.298, auf die Mitteilung von Hrn. Weinberg 
in der Aktuarietidskrift hingewiesen, die Ver 
öffentlichung im Biol. Zentralbl. war ihm nicht 
zur Kenntnis gekommen. Die vollständige Ver 
öffentlichung der Berechnungen des Hrn 
Weinberso ıst für die nächste Zukunft zu er 


warten. 


Zu den kreebnissen von Ilrn. \ 
merkt Hr. Weınbervo 

Seine Formel (25)! 
derjenigen ab, die ich für die Problemstellung 
Berwalds sefunden habe. indem ich 


weicht allerdıngs von 


p a1 —a’'")) 
1-0’ (Fs—-V(1 — og 


finde, wenn ıch die Terminologie 


E' 


‚ehrs 
sebrauche 

Im Gevensalz zu Hrn. v. Behr halte ich 
allerdings die Problemstellung Berwalds für 
richliser. Denn soweit es sich um Sammlung 
von Familien handelt, ist diese durch die Größe 
Hingesen bestätig! 
\nnahme 


der Population begrenzi 
Hr. v. Behr, daß man auch bei 
der Berwaldschen Voraussetzung das Problem 
ohne Asymptolten, also mit einer relativ ein- 
fachen Formel, erledigen kann. 

Meine Auffassung des Problems ıst aber 
eine andere. Das pathologische Material komm! 
nicht durch lamilienauslese,. sondern durch In 
dividualauslese zustande, und es sınd daher 
die Erfahrungen der Probanden, mit ılrem 
Gewicht maßsebend. Die Forderung, eine be- 
stimmte Anzahl von Probanden zu liefern. kann 
man nicht an jede mösliche Bevölkerung 

') Mit den Grenzwerten, die man bei il er- 
hält, stimmt das Ergebnis der v. Behrschen 
Formel allerdings nicht überein. Diese liefert 
offenbar eben nur Näherungswerte und versagt 
daher bei kleinen nn. Man kann zweifellos, 
wenigstens für e, eine exakte Formel aufstellen. 
Es hat indessen keinen großen Wert, dem weiter 
nachzugehen, da die spezielle v. Behrsche Vor- 
aussetzung ja doch dem Probandenproblem nicht 
gerecht wird. Dies ist nur möglich, wenn man 
die einfache Geschwistermethode als Spezialfall der 
allgemeinen, jeden Grad der Stichprobenauslese 
von Individuen berücksichtigenden Probanden- 
methode behandelt. Was v. Behr als allgemeine 
Probandenmethode bezeichnet, nämlieh das Arbeiten 
mit variabler Sippschaftsgröße. entspricht zwar 
einer — auch von mir berücksichtigten — Erweite- 
rune des Problems, aber nicht dem der Stich- 
probenauslese, von dem ich ausgegangen bin, und 
dessen Verfolgung zu #—=p führt. 
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stellen, also kommt neben der Wahrscheinlich 
keit einer Bevölkerung von bestinfinter Größe 
und Zusammensetzung noch die Zahl der aus 
ıhr erhältlichen Probanden mit ihrem Gewicht 
in Betracht. 

Unter dieser Vorausselzung, über deren prın- 
zipielle Richligkeil man streiten mag, kommen 
die von mir angegebenen Formeln zustande 
Die verschiedene Sippschaftsgröße ändert nichts 
nur beeinflußt sie den mittleren Fehler 


Ir. v. Behr erwidert darau! 


IIr. Weinberg hat den Ausdruck »allge 
meine Geschwistermethode: in einem anderen 
Sinne geprägt, als ich ilın verwandt habe. Er 
versteht unter allsemeiner Geschwistermethode 
seine Probandenmelhode Nun habe ich aber 
sanz ausführlich an einem Urnenschema aus 
einandergeselzt, welches Problem ich mit »all- 
semeiner Geschwistermethode«x bezeichne. Nur 
dieses Problem habe ich behandeln wollen 
und sonst nichts 

lleine Einwendungen veven das Berwald- 
sche Urnenschema halte ich in vollem Umlang: 
aufrecht. Ein Urnenschema, das als Hypo- 
Ihese für die Erfahrung dienen, demnach mehr 
als eine reine Begriffskonstruktion sein soll. 
muß realisierbar sein, d.h. die grundsätzliche 
healisierbarkeit muß a priori (im Kantschen 
Sinne) eingesehen werden können. Diese Be- 
dingung erfüllt das Berwaldsche  Urnen- 
schema nicht. Das % Berwalds ist ein 
reine Fiktion. der jeder segenständliche Hinter 
srund fehlt. 


Hr. Weinberg irrt, wenn er behauptet. 
dab meine Formel (19) für n I nicht den 
richlisen Wert ergebe Wenn man die 


durch Anwendung des ersten Miltelwertsatzes 

zwischen die Grenzen O0 und 1 eingeschlos 
sene Größe f, richtig bestimmt, dann liefert 
ormel (19) auch für n I den richtigen 
Wert. Für kleine Werte wie n I wendet man 
natürlich besser Gleichung (12) an, die sich in 
diesen Fällen leicht auswerten läßt. Wenn Hr 
Weinberg sagl 7/weiflelsohne ließe sich 
eine exakte Formel aufstellen; es hat indessen 
keinen großen Wert. dem weiler nachzugehen 
so möchte ich ihm vollkommen beipflichten: 
Gleichung (12) ist nämlich bereits die ge 
wünschte exakte Formel; nur ist für große ı 
die Benutzung der Näherungsformel /19) nu 
merisch bequemer. 

l,edigslich hierauf, nicht aber auf der Ver 
schiedenheit der Auffassungen, beruht die Ver- 
schiedenheit der von beiden Autoren als »all 
semeine Geschwistermethode” bezeichneten Pro 
blemstellung. 

Hr. Weinberg hält demgegenüber seinen 
Standpunkt aufrecht und anerkennt nicht, daß 
er einen Irrtum besangen hätte. Ssh> 


(Redaktionsschluß 16. Februar 1928.) 
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